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1.
A =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + 3y2 ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x

}
Passando a coordinate ellittiche si ha (x, y) = Φ
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2.
A =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ sin2 z, z ∈ [0, π]

}
Passando a coordinate cilindriche si ha (x, y, z) = Φ(ρ cos θ, ρ sin θ, t) e

Φ−1(A) = {(ρ, θ, t) ∈ [0,+∞)× [−π, π]× R : ρ ≤ sin t, t ∈ [0, π]}, dunque
essendo il determinante jacobiano pari a ρ, si ha
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3.
A =

{
(x, y) ∈ R2 : x3 ≤ y ≤ 1− x3, x ≥ 0

}
Con il cambio di variabile (x, y) = Ψ−1(u, v), ove Ψ(x, y) =

(
y − x3, y + x3

)
,

si ha |det JΨ−1(u, v)| = 1
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}

, e dunque∫
A

(
x2y2 − x8

)
ex

6+2x3y+y2
dxdy =

1
6

∫ 1

0

dv

∫ v

0

uvev
2
du =

1
12

∫ 1

0

v3ev
2
dv

(t=v2)
=

1
24

∫ 1

0

tet =

1
24

([
tet
]1
0
−
∫ 1

0

etdt

)
=

1
24

(
e−

[
et
]1
0

)
=

1
24



Figure 1: A =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + 3y2 ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x
}

4.
A =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2

}
Essendo l’integrale improprio, è sufficiente integrare suAr,R = {(x, y, z) ∈ A : r2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ R2}
e passare al lim

r→0,R→+∞
: in coordinate sferiche, si ha Φ−1(Ar,R) =

=
{

(ρ, θ, ϕ) ∈ [0,+∞)× [−π, π]× [0, π] : ρ ∈ [r,R], ϕ ∈
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5.
γ(t) = (t+ sin t, cos t) t ∈ [0, 2π]

γ non è una curva regolare perché

|γ̇(t)| =
√

(1 + cos t)2 + (− sin t)2 =
√

2 + 2 cos t

si annulla in t = π ∈ (0, 2π), comunque essendo regolare a tratti si può
calcolare la sua lunghezza:
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6.
γ(t) =

(
cos3 t, sin3 t

)
t ∈
[
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(a) γ è una curva regolare perché
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7. Sia A =
{

(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥
√

3|x|
}

. Passando in coordi-

nate polari, si ha Φ−1(A) =
{
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Il bordo di A è dato dall’unione di quattro curve regolari che possono
essere parametrizzate rispettivamente da
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Su ogni curva si ha
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8.
AM = {x ∈ Rn : 〈Mx, x〉 ≤ 1}

Essendo M simmetrica e definita positiva, per il teorema spettrale ∃N
ortogonale tale che D = N−1MN è diagonale; posto x = Φ(y) = Ny, es-
sendoNT = N−1, si ha 〈MNy,Ny〉 =

〈
N−1MNy, y

〉
= 〈Dy, y〉 = λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n,

se λ1, . . . , λn sono gli elementi sulla diagonale di D (cioè gli autovalori di
M); quindi,

Φ−1(AM ) = {y ∈ Rn : 〈MNy,Ny〉 ≤ 1} =
{
y ∈ Rn : λ1y

2
1 + . . . λny

2
n ≤ 1

}
Infine, con il cambio di variabile y = Ψ(z) =
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z1√
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, . . . ,
zn√
λn

)
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z ∈ Rn : z2

1 + . . . z2
n ≤ 1

}
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Figure 2: A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ sin2 z, z ∈ [0, π]
}



Figure 3: A =
{

(x, y) ∈ R2 : x3 ≤ y ≤ 1− x3, x ≥ 0
}



Figure 4: A =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2
}



Figure 5: γ(t) = (t+ sin t, cos t)

Figure 6: γ(t) =
(
cos3 t, sin3 t

)



Figure 7: A =
{

(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥
√

3|x|
}



Figure 8: ∂A = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 ∪ γ4


