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1. Sia fn(x) = xe−nx ∈ C([0, 1]).

Calcolare ‖fn‖1 e mostrare che fn
n→+∞→ 0 rispetto a questa norma.

2. Sia fn(x) = e−
x2

n sinx ∈ C([0, π]).
Mostrare che fn converge rispetto ‖ · ‖1 e calcolarne il limite.

3. Sia xn(k) =
n

n (k2 + 1) + 1
.

Mostrare che xn converge in `1 e calcolarne il limite.

4. Sia xn(k) =
1

n3
cosk

(
1

n2

)
.

Calcolare ‖xn‖1, ‖xn‖2 e stabilire se xn converge in `1 e/o in `2.

5. Sia [a, b] un intervallo limitato:

(a) Mostrare che esiste C > 0 tale che

‖f‖1 ≤ C‖f‖∞ ∀f ∈ C([a, b])

(b) Mostrare, utilizzando la successione

fn(x) = (1− nx)1[0, 1
n ](x) ∈ C([0, 1])

che le due norme non sono tuttavia equivalenti.

(c) Mostrare, utilizzando la successione

gn(x) =
1

n

(
1− x

n

)
1[0,n](x) ∈ C([0,+∞))

che se l’intervallo è illimitato la disuguaglianza precedente non è vera per alcun C > 0.

6. Trovare le costanti ottimali A e B tali che

A‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ B‖x‖∞ ∀x ∈ Rn

(Per costanti ottimali si intende tali che la disuguaglianza precedente non è più valida per
A′ > A oppure B′ < B)

7. Sia Ck([−1, 1]) lo spazio delle funzioni derivabili k volte con derivata k-esima continua.

(a) Mostrare che

‖u‖Cm([−1,1]) := ‖u‖∞ + ‖u′‖∞ + · · ·+
∥∥∥u(m)

∥∥∥
∞

è una norma su Ck([−1, 1]) ∀m ≤ k.

(b) Mostrare, procedendo per induzione, che Ck([−1, 1]) è completo rispetto a ‖ · ‖Ck([−1,1])

(c) Mostrare, utilizzando la successione

fn(x) =

√
x2 +

1

n

che Ck([−1, 1]) non è completo rispetto a ‖ · ‖∞.

(d) Mostrare, costruendo un’opportuna successione, che Ck([−1, 1]) non è completo rispetto
a ‖ · ‖Cm([−1,1]) se m < k.


