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1. Sia @ : C([0,1]) — C([0,1]) definita come:

1
(®f)(z) = / f(t) arctan (2t?) dt
0
Mostrare che ® & una contrazione su (C([0,1]),] - ||co) € determinare tutti i suoi punti
fissi.
2. Sia X ={feC([0,1]) : 0 < f(z) <2Vx €[0,1]} e : X — C([0, 1]) definita come:
(@f)(z) =1 +/ tf(t)dt
0

(a) Mostrare che X & un sottoinsieme chiuso di (C([0,1]), || - ||co)-
(b) Mostrare che ®(X) C X e che ® & una contrazione.
(c) Trovare tutti i punti fissi di ®.

3. Sia B ={x € {; : ||z||; < 1} la palla unitaria chiusa di ¢; e ® : {; — ¢; definita come:

k+2

(Pz)(k) = efk'Tle(k)

(a) Mostrare che ® ¢ una contrazione su B.

(b) Mostrare che ® non ¢ una contrazione su /1.

4. Sia RY lo spazio delle successioni a valori reali e ®, : £o, — RY definita come:
k
(P2)(0) =0 e (Dux)(k) = Zajx(j) sek>1
j=1

al variare del parametro a > 0.
(a) Mostrare che @, ({o) Clos <= a <1

1
(b) Mostrare che ®, & una contrazione su ({oo, || [|oo) <= a < 3

5. Calcolare il limite della successione definita per ricorrenza
{ To=c
_ _ 3
In = Tp—1+2

6. Mostrare che I’equazione x = log (332 —+ 3) ha un’unica soluzione positiva.

al variare di ¢ > 0.

7. Dimostrare le seguenti disuguaglianze:

|sinz| < |z| Vo € R.

22
|1 —cosz| < ?Vx eR.
|tan x| < 2|z| se |z| < 1.
|arctanz| < |z| Vz € R.

le® — 1] < 3|z| se |z] < 1.
|sinh x| < 3|z| se |z] < 1.
| cosh(x) — 1| < 3|z| se |z| < 1.
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[log(z + 1)| < 2|z| se |z| < 3
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