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Le equazioni differenziali lineari di ordine n > 2 a coefficienti costanti.

Non presenta difficolta concettuali il passaggio dalle equazioni lineari a coefficienti costanti del secondo
ordine a quelle di ordine maggiore.

Consideriamo I'equazione differenziale

(A) any™ + an-1y" D + an_y ™ + -+ a1y’ + agy = f (%)
cona;(i=0,1,2,..,n)costanti reali, a, #0, f funzione continua in un intervallo /. Sia
(B) @ny™ + an-1y® Y + an oy P+t ary’ +agy =0

I’equazione omogenea associata. L'integrale generale di (A) si ottiene sommando all’integrale generale di
(B) unintegrale particolare di (A). L'integrale generale della omogenea e dato dalle combinazioni lineari di
n soluzioni indipendenti; le n soluzioni sono indipendenti se il loro wronskiano e diverso da 0. Le soluzioni
indipendenti di (B) si trovano ponendo y = e ** e sostituendo nella (B): si ottiene cosi I'equazione
caratteristica di grado n associata a (B):

ap A" + ap AV 1+ ap A2+ e+ @l +ay =0

Questa equazione, per il teorema fondamentale dell’algebra, ammette n soluzioni, eventualmente
ripetute, reali o complesse: ricordiamo che se i coefficienti dell’equazione sono reali, le soluzioni complesse
si presentano come coppie di numeri complessi coniugati: questo implica che se n & dispari, c’é sempre
almeno una soluzione reale. Ogni radice reale A di molteplicita s fornisce s soluzioni della (B):

elx’ Xeix’ XZelx’ XSe lx’ m’xs—leix

Ogni coppia di radici compesse coniugate, a +i b e a —ib, di molteplicita r, corrisponde a r coppie di
soluzioni:

e ™ cos bx e ™ cos bx

X e ™ cos bx xe ™ cos bx

x?2 e ™ cos bx x?2 e ™ cos bx
x " e™cos bx x" e ™cos bx.

In questo modo possiamo scrivere I'integrale generale di (B) come combinazione lineare delle soluzioni e #*
ottenute. Un integrale particolare ¥ di (A) pud trovarsi con il metodo di somiglianza o con il metodo di
Lagrange; se vogliamo applicare il metodo di Lagrange, esprimiamo l'integrale particolare come y =

Y.i=1 W;y;: una volta ottenute le soluzioni y;, i=1, ...., n, della (B), poniamo

Yy=uyyr +uxy, + o upyy

u'y+uly, + .+u'y =0
u'y' +uy,+ ... +u'y' =0
wy' +uly",+ .0 +u'y” =0

uw' y " +uly, "+ uy =0

(n—1) (n-1) (n-1) __
u'\y, +u',y, + .. +u'y, = f(x)
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Il determinate dei coefficienti di questo sistema, nelle incognite u’;, coincide con il wronskiano degli
integrali y; ed e diverso da zero se le soluzioni sono indipendenti: il sistema lineare ha sempre un’unica
soluzione ( u’, ...., u’s). Integrando le funzioni u’;, otteniamo ¥ = u1 y1+ Uz Y2+ ... + Un ¥n € quindi l'integrale
generaledella (A)y=ciy; + -+ cpyn + 3.

Vale ancora il teorema di esistenza ed unicita, nell’ipotesi della continuita del termine noto di (A):
imponendo all’equazione (A) le n condizioni iniziali:

y(x,)=b,
V'(xy)=b,
y"(x,)=b,
y"'(xy) = b

Una volta calcolate le derivate in xo dell’integrale generale di (B) fino all’ordine n-1, la soluzione del
problema ai valori iniziali (problema di Cauchy) consiste allora nel risolvere nelle incognite ¢;, i=1, ...., n, il
sistema

ey (X)) + ey, (x)+ ...+ ¢,y,(x)=b,
oy (x)+e, 0, (x)+ ...+ ¢,3,'(x)) =b,

Clyl(nil)(xo)+czy2(n71)(xo) +.t Cnyn(nil)(xo) =b,
Nell’ipotesi di indipendenza delle soluzioni y; la soluzione esiste ed e unica.
Esempio. y”—6y” + 11y’ —6 y=3x*>-1.
Integriamo L(y) = 0, ponendo y = e **. Otteniamo
e™(22-622+111-6) =0

Risolviamo |'equazione caratteristica, ricordando che le eventuali radici intere coincidono con i divisori del
termine noto: 6 ammette i divisori 1, 2, 3, 6. Sostituendo A con 1, risulta1 -6 + 11 -6 = 0: dunque 1 € una
soluzione dell’equazione caratteristica. Dividendo A*> — 61% + 114 — 6 per A —1, si ottiene 12 — 51 + 6;
guesto trinomio si scompone come (A-2) (L —3). L'integrale generale di L(y) =0 e uguale a

y=cie*+ce?*+c3e* perché e”, e?* e**sono linearmente indipendenti: infatti
ex er e3x

W(y1, y2, y3)= | e* 2e2% 33X
e* 4e?* 9e¥

risulta uguale a 2 e®* sempre diverso da zero.

Per integrare L(y) = 3x? — 1, procediamo con il metodo disomiglianza cercando una soluzione
particolare del tipo ¥ = Ax? + Bx + C. Derivando successivamente
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(y=A4x*+Bx+(C

{ i;,,zzzgljf +B da cui, sostituendo in L(y) = 3x?% — 1,
ky”’ — 0

12 A+22 Ax+11 B—6 A x> =6 Bx—6C =3 x*-1.

Uguagliando i coefficienti delle potenze di ugual esponente:

—6A = 3, A==
2

22A-68 =0, B=122(-3)= -1
6 2 6

1 11
—12(-H+1(-2)-6c= -1,
6-22+1=6C, c=-2.
6 36
Integrale genrale di L(y) = 3x? — 1:
y=oc e¥+tce*+cze3+y= ¢ e¥ + e + ¢y e3x—%x2 —%x—%.

Esercizi svolti.

1. y”=3y"-10y’+24y =€~

Lly)=y””—-3y”-10y’+24 y = 0. Si ottiene I'equazione caratteristica:
A3-3A% =101 +24=0. (C)

| divisori di 24 sono:1, 2, 3, 4, 6, 12, 24.

Ponendo A=1 nella (C), si ottiene 1 —3 -10 +24 = 0.

L'equazione ( C )e soddisfatta da A = 2. Si divide il primo membro di ( C ) per A -2

1 3 -10 24
2 2 -2 -24
1 -1 -12 0

A3 —=3A% =10 A +24 = (A=2) (A2 =L =12) = (L —2) (L —4) (A + 3). Abbiamo dunque l'integrale generale di
L(y)=0: vy = cie?* + cye*™ + cze 3%,

Cerchiamo un integrale particolare della non omogenea nella forma y = ke*.

y=ke*

y'=9" =y"" = ke*, sostituendo in 1. : ke*-3 ke* —10 k e*+24 k e* = e*.

Quindi k = % - y = %ex. Uintegrale generaledi1.& y = c;e?* + c,e*™ + cze™ 3% + %ex.
Consideriamo y”’—3y”’-10 y’ +24 y = e?*.

In questo caso I'integrale particolare da trovare sarebbe ¥ = k x e?*.
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v =k x e?*

<

V' =k e** + 2kxe®* =k e*(2x + 1)

<

y" =2k e**(2x + 1) + 2ke* =k e?*(4x + 4)
" = ke?*(8x + 12).
Sostituendo in L(y) = e?*:

ke?*(8x + 12) — ke?*(12x + 12) + ke?*(—20x — 10) + 24ke?* = e?*.

-10ke* = e*, k= -1
10

2. yW-ayBlheylP-ayllyy=0

A* — 423 4+ 612 — 42 + 1 = 0. Consideriamo il triangolo di Tartaglia:

Y
A WN B
a W -

1

4 1

Il primo membro dell’ equazione coincide con (A —1) #: Si una radice quadrupla uguale a 1. Lintegrale
generale & y = cie* + ¢, xe* + c3x2e® + cux3e”.

3. y(P—2y*+8y@-12 y( U1 8y = 0
A°—22*+822—-121+8=0
A+2)(A2-21+2)?>=0

A==2

A2=1+i, di molteplicita 2

As=1-1i, di molteplicita 2.

Ci sono 5 soluzioni indipendenti:

y1=e%, y;=e*cosx, y3=xe cos X, ys=e*senx, ys=xe senx.

4.y"”” -y’ =5x. Soluzione: y =c; +c. e+ c3 e — ;xz_
Equazione differenziale di Eulero del terzo ordine.
5. x3y"" = 3x%y" = 4x3, L(y) = x3y"" —3x%y" = 0.

Sia y =x“

y” = a(o-1) x*?

y” = ala-1) (a=2) x*73.
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Sostituendo in L(y) = 0,

a(o1) (a=2) X x*32-3 a(a=1) x* x*2=0, siottiene 'equazione indiciale:

a(o-1) (a—2-3) =0, che hasoluzioni a; =0, a; =1, a3 =5. Integrale generale diL(y)=0:
y = ¢; + Ccx + c3x°. Cerchiamo un integrale particolare y = Ax® + Bx? + Cx + D.
y=Ax3>+Bx>+Cx+D

y' = 3A4x* + 2Bx + C

y" = 6Ax + 2B
y'" = 6A. Sostituendo nell’equazione non omogenea:
6A x° — 3x2(6Ax +2B) =4x°, (6A—18A)X° —6Bx2 =4 X,

A=--, B=0.
3

y= —§x3 +Cx+D.
6. Esercizio proposto. x3y"" + x%2y"" — 2xy’ + 2y = 0.
Equazioni differenziali lineari in cui compaiono coefficienti complessi.

; {y’+iy=x
©Wy(0) =2

A(X)=lidx =ix eW= e

e (y’ +iy) =e™x, (ye™) =e™,
y=e ¥ (fxe¥dx) = e ™ G xe ™ — %fe"xdx) = e *(—xe ™ +e*+c)= —x+1+c.
Sey(0)=2,c+1=2, c=1 > y=—x+2.

8. y”-2iy’—y=0, equazione caratteristica A2—2i1-1=0, (1—i)2=0, A=/ radice doppia:
soluzione y = c;e™ + cyx e'*.

ix

y—y=e
S {y(0)=0

A(x)=J(-1) dx =—x, W= e~

e (y'—y)=e™ e, (eTy)= et

y = e* (J e‘x(l”)dx) =e* (— T _1|_ - e x(+D) 4 c)

1
_ x _ —ix
Y= Tt

1 11—
yO0)=0-0=c-977 . c= 777~

1-i 1-i —ix i x —ix
= —e " —— e = — |(eT—¢ .
y== . ~ ( )
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Esercizi.
10. y“@ = x.

Procedendo per serie:

y = ap+aix +ax?® +azx® +axt +agx® + -
y' = a;+2a,x+3-2a3x%+ 4ax3 +5asxt + -
y" =2a,+32azx+4-3a,x*+5 4agx3+--

y® =3la;+4:3-2a,x+5 43 asx?+ -

y® = 4la, +5-4-3-2a5x+

Sostituendo in 10.,

4'ay, +5-4-3-2a5x+ - =x,

dacui 04=0, 5!'as=1, as =a;=..... =0Un=0ps1= ...= 0. Infine:
5

- 2 31
y= ag+ax+ ax° + aszx +5!x.

In alternativa, si puo risolvere prima I’equazione differenziale L( y*Y) = 0, cui & associata I’equazione
caratteristica % = 0; si cerca poi la soluzione particolare ¥ = Ax®> + Bx* + Cx® + Dx> + Ex + F.

11. Integrare ’equazione di Bernoulli: y ’ =2y — e* y2.
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