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Esempio 7.  Risolvete il seguente problema di Cauchy: 

'' 4sen
(0) 3
'(0) 1.

y y x
y
y

 
 
 

 

Equazione caratteristica:  2 + 1 = 0,   = ± i. Due soluzioni linearmente indipendenti di L(y) = 0 sono  
y1 = cos x e y2 = sen x. Risolviamo l’equazione non omogenea L(y) = 4 sen x con il metodo di Lagrange. 
Cerchiamo una soluzione  particolare di L(y) = 4 sen x nella forma ݕത  = u1(x) y1(x) + u2(x) y2(x), con               

1 2

1 2

' cos ' sen 0
'sen ' cos 4sen

u x u x
u x u x x

 
  

 

W(x) = cos 2x + sen 2x =  1, 

2
1
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' 4sen

4sen cos
x

u x
x x

  ,        2

cos 0
' 4sen cos

sen 4sen
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u x x
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 


 

2
1

1 cos 24sen 4 2 sen 2
2

xu x dx x x
      , 

2 4sen cos cos 2 .u x x dx x    Ricordiamo che 21 cos 2 sen
2

x x
 , dunque  

u2 = – cos 2x = 2 sen 2 x – 1.  Osserviamo che se u1 e u2  risolvono 

1 1 2 2

1 1 2 2

' ' 0

' ' ' ' ( )

y u y u
y u y u R x

 
  

 

allora anche u1 + a e u2 + b , a e b in R,  soddisfano il sistema: possiamo sostituire 2 sen 2 x – 1 con  

u2 =2 sen 2 x. Esprimiamo la soluzione particolare  dell’equazione non omogenea: 

 =ത (x) = u1 y1 + u2 y2 = 2 (sen x · cos x – x) cos x + 2 sen2x  · sen x = 2 sen x (cos2x +sen2x) –2x cos xݕ

         =  2 sen x – 2 x cos x. 

Soluzione  generale di L(y) = 4 sen x: 

ݕ = ܿଵ cos ݔ + ܿଶ sen ݔ + 2 sen ݔ − ݔ cos ݔ2 = ܿଵ cos ݔ + ܿଶ sen ݔ −  , ݔ cos ݔ2

ᇱݕ = −ܿଵ sen ݔ + ܿଶ cos ݔ − 2 cos ݔ +   ݔ sen ݔ2

൜ (0)ݕ = 3
ᇱ(0)ݕ  = −1    → ൜     ܿଵ = 3

ܿଶ − 2 = −1
�� →     ܿଵ = 3,     ܿଶ = 1. Infine ݕ = (3 − ݔcos(ݔ2 + senݔ. 
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 Sulle equazioni differenziali lineari del secondo ordine omogenee. 

Consideriamo l’equazione differenziale  

(A)  y’’ + P(x) y’ + Q(x) y = 0. 

Se y1 e y2 sono due soluzioni linearmente indipendenti della (A), la soluzione generale  è data da  

y(x) = c1 y1(x) + c2 y2(x), ove c1 e  c2 sono due costanti arbitrarie.  

Non  esiste  però un metodo generale con cui determinare due soluzioni linearmente indipendenti della (A). 
Tuttavia, se è nota  una qualunque soluzione y1(x) della (A), allora la possiamo  utilizzare per calcolarne 
un’altra, y2(x). Supponiamo che la soluzione y1(x) non sia identicamente nulla: imponiamo allora che  
 y2(x) = u(x) · y1(x) sia soluzione della (A). 

y2(x) = u(x) · y1(x) 

y2’(x) = u’(x) · y1(x)+ u(x) · y1’(x) 

y2’’(x) = u’’(x) · y1(x)+ u’(x) · y1’(x)+ u’(x) · y1’(x) + u(x) · y1’’(x) = u’’(x) · y1(x) + 2 u’(x) · y1’(x) + u(x) · y1’’(x). 

Sostituiamo nella (A): 

u’’ · y1 + 2 u’ · y1’ + u · y1’’ + P · (u’ · y1+ u · y1’) +Q· u· y 1= 0. 

Ordinando in modo opportuno 

(B)                  u’’  y1 + u’ (2  y1’ +P y1) + u (y1 ’’+ P y1’ + Q y1) = 0. 

Ma y1 è soluzione di (A),dunque la (B) si riduce a 

  u’’  y1 + u’ (2  y1’ +P y1) = 0 

da cui 

                          1

1

''' 2 .
'

yu P
u y

    

Integriamo ottenendo: 

2
1 1

2
1

log ' 2 log log

1' .
Pdx

u y Pdx y Pdx

u e
y





   



 
 

Con un’ulteriore integrazione esprimiamo u(x):     

(C )                 2
1

1 Pdxu e dx
y

  . 

Verifichiamo che y1  e y2 = u · y1 sono linearmente indipendenti, utilizzando W(y1,  y2). 

1 2 1 1 2 2
1 2 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1

( , ) ' ' ' '.
' ' ' ' ' '
y y y u y

W y y y u u y y u y y y u
y y y u y u y

     


 

L’wronskiano W(y1,  y2) è sempre diverso da zero perché 2
1 2 1 2

1

1( , ) 0.
Pdx PdxW y y y e e

y
      
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Il metodo appena esposto è il metodo di riduzione dell’ordine. 

Esempio 1.  x2 y’’ + x y’ – y = 0. 

La funzione y1  = x è soluzione dell’equazione assegnata. Sia y2 = u x. Riscriviamo l’equazione come 

2

1 1'' ' 0.y y y
x x

    Dalla (C ):  
1

log 3
2 2 2

1 1 1 .
2

dx xxu e dx e dx x dx
x x x

          

Dunque y2 = u x =  
1
2x

 . L’integrale generale dell’equazione  è 1 2
1y c x c
x

  . 

Esempio 2.  a)   x 2y’’ –7 xy’ +15 y = 0, x > 0. 

Si verifica subito che né y = x  né   y = x2 soddisfano l’equazione assegnata, mentre y = y1 = x3 è una 
soluzione. Cerchiamo y2(x) = u(x) · y1(x) = u x3. 

y2 = u x3 

y ’2 = u’ x3 + 3 u x2 

y ‘’2 = u’’ x3 + 3 u’ x2+ 3 u’ x2+ 6 u x = u’’ x3 + 6 u’ x2+ 6 u x.   Sostituendo nell’equazione: 

u’’ x5 + 6 u’ x4+ 6 u3 x –7 u’ x4 – 21 u x3 +15 u x3 = 0 

u’’ x5 = u’ x4,   
'' 1
'

u
u x

 . Integriamo:  log u’= log x, u’ = x, e infine 
2

2
xu  . 

y2(x) = u(x) · y1(x) = 
2

3 51
2 2
xx x  . L’integrale generale dell’equazione  è y = c1  x3 + c2 x5. 

     b)  Consideriamo l’equazione non omogenea  

x 2y’’ –7 xy’ +15 y = 3x +1. 

Cerchiamo una soluzione particolare con il metodo dei coefficienti indeterminati, ponendo 

 .ത = k x +hݕ

  ത ‘ = kݕ

 :ത ‘’ = 0 .  Sostituendoݕ

–7 kx  +15 kx +15 h = 3 x +1,   

8 kx +15 h = 3 x +1,  da cui 

k = 3/8   e  h  = 1/15:  ݕത = ଷ
଼

ݔ + ଵ
ଵହ

  . 

L’integrale generale è allora  y = c1 x3 + c2  x5 + ଷ
଼

ݔ + ଵ
ଵହ

  . 

Esempio 3.  x y’’ –(x +1) y’ + y = 0.  

E’ facile  verificare  che y1  = ex  soddisfa l’equazione. 

Riportiamo l’equazione alla forma y’’ +P(x) y’ + Q(x) y = 0, ottenendo ݕᇱᇱ − ௫ାଵ
௫

ᇱݕ + ଵ
௫

ݕ  = 0. 

Applicando  (C ), 
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log
2 2
1

1 1 ( 1) .
Pdx x x x x x x

xu e dx e dx xe dx x e e dx x e
y e

                 

y2 = u y1 = –(x +1)  e– x  e x =    –(x +1) . 

L’integrale generale è  y = c1 ex + c2 ( x +1). 

Equazioni di Eulero.   

Le equazioni di Eulero sono equazioni differenziali di ordine n  del  tipo 
 

(1) ܽ଴ݔ௡ݕ(௡) + ܽଵݔ௡ିଵݕ(௡ିଵ) + ⋯ + ܽ௡ݕ = ,(ݔ)݂ ܽ଴ ≠ 0. 
 

La funzione f  si suppone continua sull’intervallo I. 

Illustriamo la risoluzione di queste equazioni partendo da un’ equazione del secondo ordine, utilizzando 
innanzi tutto un approccio euristico.  Consideriamo l’equazione di Eulero 

ᇱᇱݕଶݔ (2) − ᇱݕݔ4 + ݕ4 = 0. 

Poniamo y = xα 

    y’ = α xα–1 

  y’’ = α (α–1)  xα–2 

da cui     ݔଶߙ ൫ߙ– 1൯ݔ∝ିଶ  − ఈିଵݔߙݔ4 + ఈݔ4 = 0    , 

–ߙ൫ ߙ  1൯ݔ∝  − ఈݔߙ4 + ఈݔ4 = 0     

–ߙ൫ ߙ] ∝ݔ  1൯ − ߙ4 + 4] = 0 

ଶߙ] ∝ݔ               − ߙ5 + 4] = 0. 

L’equazione equivale, essendo xα diverso da zero se x  ≠ 0, a ߙଶ − ߙ5 + 4 = 0. Quest’ultima equazione è 
detta equazione indiciale e ha soluzioni α1= 1 e α2 = 4. L’integrale generale  della (2) è dato da 

y =  c1x + c2  x4. 

Il metodo canonico di risoluzione prevede invece  il cambio di variabile x = et, da cui t = log x. 

Sia   ݔଶݕᇱᇱ + ᇱݕݔ2 − ݕ2 =  .ଶݔ 

Se x = et, x2 =  e 2t. Risulta 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 .

1 1 1 1 1 .

dy dy dt dy
dx dt dx dt x
d y d dy dy d y dt dy d y
dx dx dt x x dt x dt dx x dt x dt

   

              
 

 

Conviene introdurre il simbolismo 
2

2,dy d yy y
dt dt

 & && . Si ottiene 
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 2
2

1 12 2 0x y y x y y
x x

   && & & , 

(2 1) 2 0, 2 0.y y y y y y      && & && &   Risolvendo l’equazione caratteristica  2 2 0    , si trova 
l’integrale generale di L(y) =   2 0y y y  && &  :  y = c1e –2t + c2  et. 

Sia ݕത = ݇ ݁ଶ௧ . Quindi 

′ തݕ       = 2݇ ݁ଶ௧  

′′തݕ       = 4݇ ݁ଶ௧ . 

Sostituendo in 22 ty y y e  && & :   4݇݁ଶ௧ + 2݇݁ଶ௧ − 2݇݁ଶ௧ =  ݁ଶ௧ , da cui  ݇ = ଵ
ସ
. 

In definitiva, si ha l’integrale generale di   ݔଶݕᇱᇱ + ᇱݕݔ2 − ݕ2 =  :ଶݔ 

ݕ =  ܿଵ݁ିଶ௧ + ܿଶ݁௧ + ଵ
ସ

  ݁ଶ௧ , che ricordando la sostituzione x = et , equivale a 

ݕ     =  ܿଵିݔଶ + ܿଶݔ + ଵ
ସ

 .ଶݔ  

Esercizio risolto.  2 x2 y’’ + 3x y’ –y = x. 

Risolviamo l’equazione omogenea associata: 2 x2 y’’ + 3x y’ –y = 0. 

x = et,   t = log x,  
2 2

2 2 2

1 1, ,dy dy d y d y dy
dx dt x dx x dt dt

 
    

 
 

 2
2

1 12 3 0x y y x y y
x x

      
&& & & , 2 2 3 0y y y y   && & & . 

Le soluzioni dell’equazione caratteristica  2ߣଶ + ߣ − 1 = 0 sono –1 e ½ : 

L’integrale  generale è ݕ =  ܿଵ ݁ି௧ + ܿଶ݁
భ
మ ௧. Consideriamo l’equazione non omogenea: 

1 2
1 1

2
y c c x x

x
   .  Cerchiamo un integrale particolare del tipo ݕത =k et. 

 ,ത ‘’ =k et  →  et  (2 k +k –k)  = et.   Si conclude che k = ½ ; esprimendo   y in funzione di xݕ  ,ത ‘ =k etݕ

1 2
1 1

2
y c c x x

x
   . 

Esercizi proposti. In ognuno dei seguenti casi viene data un'equazione differenziale, una funzione y1(x) 
e un intervallo. Verificare che y1(x) soddisfa l'equazione nell'intervallo indicato, e trovare una seconda 
soluzione linearmente indipendente utilizzando il metodo di riduzione dell'ordine. 
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