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Integrazione per serie. Molto spesso non e possibile esprimere I'integrale di un’equazione differenziale
mediante funzioni elementari, come le esponenziali, le logaritmiche, le funzioni razionali, le
trigonometriche e le loro inverse; un esempio ben noto e I'equazione di Airy: y”—xy = 0.

Supponiamo che l'integrale f(x) dell’equazione assegnata sia una funzione analitica in x,, che cioe coincida
in un certo intorno di xo con la serie di Taylor associata a f, calcolata scegliendo come punto iniziale xp; in

o0
guesta ipotesi, cerchiamo I'espressione di f come serie di potenze Zan (x—x,)" . Senza perdere in
n=0

generalita, scegliamo xo= 0; i coefficienti a, si determinano imponendo che la serie converga alla soluzione
dell’equazione differenziale. lllustriamo questo procedimento con esempi di difficolta via via crescente.

Esempio 1. Sia y’ = x. La soluzione y = f(x) si suppone analitica nell’origine:

(1) f(x) = Zanx" =a, +ax+a,x +a.x +ax +..+ax"+..
n=0

Se la serie converge, si puo derivare termine a termine:

S n—1 2 3 n—1
(2) f'(x) =Znanx =a+2a,x+3ax " +4a,x" +...+nax" +...
n=1

Torniamo a
f (x)=x

A primo e a secondo membro abbiamo due polinomi, che coincidono se e solo se i coefficienti omologhi
sono uguali: quindi deve risultare

a]_:O,

20;=1, »a, =

N | =

303=0, 2a3=0

na,=0, >a,=0.
. . . 1 5
In conclusione, la soluzione e y = f(x)= ao + Sx°

Esempio 2. xy’'=y.

f(x) = Zanx" =a, +ax+a,x’ +a.x +ax +..+ax"+..
n=0

f'(X)=a,+2a,x+3a,x> +..+na x"" +...
x f'(X)=ax+2a,x* +3a,x +...+na x" +.. = a,+ax +a,x> +a,x* +....+a x" +...
Portando a sinistra il secondo membro:

2 3 n
—a,+a,x"+2a,x" +..+(n—-1)ax"+..=0.
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Tutti i coefficienti del polinomio a primo membro devono essere nulli:

00=0,0,=0, a5=0, .....,0a,=0, ....

La soluzione é data allora dalla funzione y = a.x. Verificate il risultato, risolvendo ad esempio per variabili

separabili.
Esempio 3. y' =y + x2, y(0) = 1.
y'=a,+2a,x+3a,x" +..+na,x"" +...
y+xi=a,+ax+(a ,+Dx* +ax’ +..+ax"+..
Sostituendo nell’equazione assegnata:
2 n—1 2 3 n
a,+2a ,x+3ax" +..+nax"" +..=a,+ax+(a,+)x " +ax +..+ax" +..
Portando tutto a primo membro e raccogliendo le potenze con lo stesso esponente:
(a,—ay)+(2a, —a)x+(Ba, —a, —1)x* +(4a, —a,)x’ +..= 0

Uguagliando a zero tutti i coefficienti:

di=dp
1 1
20, — 0,=0, a; = ;a; = 7ao
_ 1 11 _ap+2
3a;—a,—1=0, a3—§(a2+1)—§<§a0+1>— 3
1 _apt2
4a, —a3; =0, a4—Za3 =
ag+ 2
= T
B [ a,+2 5 ay+2 4 _ 3 _3 y Gy t+2 5 a,+2 5
f(x)—a0+a0x+2!x + 31 X+ 2 X +..==24+(a,+2)-2x+(a, +2)x z!x + Y X+ 3l X+

2

2 2
f(x)=—2—2x—%+(a0+2)+(a0+2)x+a°+ 2 B2

x
2! 3!

2 3 n 2
X x X X
=(a, +2)| l+x+—+—+. . +—+.. | -2 I+ x+—|.
J)=(a ){ BT TR } { ¥ 2!}
Poiché f(0)=1,1=a0+2-2, ao = 1, la soluzione del problema ai valori iniziali &

y =3e-x"—2x-2.

Risolvendo direttamente I’equazione differenziale y' =y + x2:
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A(x)z—J‘dx =—-X

()42

ye =—x"e "+ 2jxe”‘dx = —x%e "+ 2(—xe’x + I e dx ) =

2 - — ) —)
=—x"e " —2xe -2 " +c,

y=ce —x*—2x-2.
Infine, se y(0) = 1, allora c = 3.
Esempio4. y’=y+1, y(0)=1.

a, +2a,x+3a,x’ +4a,x’ +5ax* +..=a, +1+ax+a,x’ +ax +ax’ +ax’ +...

a]_:ao"'l
1 1
20,=0,, az = ;M4 = E(a0+1)
1 1 1
3a3=0, a3 =3 az = ;(ao+1)= ;(ao+1)
1 1 1
4da,=a;, ay =7, az = H(ao+1)= Z(a0+1)
1
na, =dnq, an = — (ag + 1).
Da cui

1 1 1 1
y=a,+1-1+(a, +1)x+5(a0 +1)x° +§(a0 +1)x° +Z(a0 +1)x* +§(a0 +D)x° +..=

1 1 1 1
=—1+(a, +l)(l+x+—x2 =X+ —=x" .+ =X +J
2! 3! 4! n!
Quindiy = (g +1) € —1. Considerando il valore in 0 di f, si conclude che y = 2¢* —1.
Controlliamo il risultato risolvendo direttamente I'equazione differenziale:
Alx)=-1, elAWdx = o-x,
(y-ef")' =e "1, y-e'= J‘e*"dx, y=e (—efx +c), y=ce" —1. Imponendo y(0) =1, si conclude che
la soluzione coincide con quella trovata integrando per serie.

Esempio 5.

b 2,

Sostituendo y e y‘nell’equazione data, in base alla (1) e alla (2),
ay + 2a,x + 3azx? + 4aux® + - = apx + a;x% + ax3 + azx* + -
Perché i due polinomi siano uguali, deve risultare

a]_:O
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1
2a, = ao, az =3 Qo
303=a4, az=-a, =0
4a,=a a—la—1 a 1a
4— U3, 4»_4 2_42 0 22.2!0
1
505=as, a5=ga3=0
6ag=a a—la—llla—la
6~ M4 67 "t T g 4 2 0T 33370
1
707 =as, a7=;a5=0
8ag=a a—la—lllla—la
8= M6 87 g 6T g g 4 2 07T 24470
Azp-1 =0
1
a2n—2n_n!a0
2 2 n “2
. 2 x" =1 (x 5
Quindi y(x)zaoz = a, Z— — | =q, e
"l 1l 2
=2"-n! = n!

Passiamo a considerare equazioni differenziali lineari del secondo ordine:
(3) y”+P(x) y’+Q(x) y = R(x).

Definizione. Un punto x, dell’intervallo / in cui si considera I'equazione (1) si dice ordinario se P e Q sono
entrambe analitiche in xq.

Osservazioni. Se P(x) e Q(x) sono analitiche in x,, anche le soluzioni di (1) sono analitiche nello stesso
punto. Conviene scegliere x,=0; mediante un’opportuna traslazione, i risultati si applicano anche in punti
diversi dall’origine. Ovviamente, nel caso di equazioni lineari a coefficienti costanti, i coefficientidi y’ e di y
sono funzioni analitiche.

Esempio 6. y” = x".

f(x) = Zanx" =a, +ax+a,x’ +a,x +ax +..+ax" +.
n=0

f(x) = Z:nan)c“1 =a,+2a,x+3a.x" +4a,x +..+nax"" +.
n=1

4) f"(x)= Z:n(n—l)anx”*2 =2a,+3-2a;x+4-3a,x" +...+n(n—a,x"" +...
n=2

Dall’uguaglianza imposta dall’equazione differenziale,

y”=x>, risulta:
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4‘3a4=0
54a5=1
6‘50620

1
La soluzione cercatae f(x) =a, +a1x+—4x5.

Infatti, se y” = x°, alloray’ = [x3dx = % x*+c,y= [y dx= fo“’ + cl) dx = ixS +cx+cy.

.. . . , . 2
Esercizio. Applicate il metodo esposto all’equazione y'’ + 5x — gx“' =0.

Esempio 7. y” +y =0.

f(x) = Zanx" =a, +ax+a,x’ +a.x +ax +..+ax"+..
n=0

f"(x)= Zn(n ~Da,x"? =2a,+3-2a,x+4-3a,x" +...+n(n-Da,x" +....
n=2

y” +y =(ag+2a,)+(a; +3-2-a3)x+(a,+4-3-a)x* +(az+5-4-as)x® + -

da cui
1
a0+2a2=0, a2=_5a0
1
a1+3'2'a3=0, a3=_§a1
1 1
azt4-3-a,=0, Qe =73 0= 3%
1 1
az+5-4-as =0, as =—c, 3= ;04
1 1
a4+6'5'a6=0, a6=_Ea4 =_aa0
1 1
as+7-6-a;,=0, Q7 = =72 A3 == a4
1 1 1 1 1 1
— — w2 a3 o A o 05 6 o .7 .
y=f(x)= ay+ax 5 30X" — 7 a1X +4!a0x +5!a1x o GX” — X +

1 1 1 1 1 1
=f(x)=ap|1—zx* +—x*——x° +---)+a (x —=x3 =2 —=x +)
y=f& °< TS 1 3] 51° 77
Il lettore riconoscera nelle somme gli sviluppi di MacLaurin relativi alle funzioni coseno e seno:
la soluzione dell’equazione differenziale € y = ay cos x + a; sen x..

Esempio 8. y”’ -y’ =x.

Utilizzando la (4) e la (1):

35



3 Maggio 2019

y'-y'= Zn (n—-Na,x"" —Znan x""=2a,+3-2ax+4-3a,x" +...4n(n—Dax" +....
n=2

n=1

2 _
—a,—2a,x-3a;x" —4a,x —.... =X

= 2a, —a; + (3-2a3 — 2a,)x + (4 3a, — 3a3)x? + (5 4as — 4a,)x3 + (6 - 5ag — 5ag)x* + -+

Quindi
1
20, —a,=0, a; = ;4
2a, +1 1 1
3‘203 —202:1, a, = :—al+_,
3-2 3! 3!
3a, a 1 1
4-3a, —3a,=0, a,=—3=-2, a,=—a, +—,
4 3 4 3 4 TR Y
1 1 1
y=a,+ a1x+&x2+—1x3+—x3 Sty Ly 41 =
2! 3! 3! 4! 4! 5! 5!

=a,—a, +aq, (l+x+ix2 +lx3+ix4+ 4y +ix5+....j+
2! 3! 4! 5! 5!
2
P TRV 2 N UL I L T e
2 2! 3! 4! 5! 5!

In definitiva:
2
y = alex+a0—a1—1—x—x7+ex=a0+(a1+1)ex—%x2—x—al—l.

Controllate il risultato integrando direttamente I'equazione assegnata.
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