Appello estivo 2022
Fila A
1. x2y"2y=log x%

2. Data la serie };;—o x™ (1 — x)™, stabilire I’insieme | dove la serie converge puntualmente e
stabilire se converge uniformemente in [0, 1].

3. Calcolare | = [ —=— dx dy, ove D ¢ dato da

x+y+1

X
x+y+1

D= {(x,y) ER*:0<x, x <y, x+y < 2}. Calcolare poi [[,
vertici (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 2).

dx dy, ove E € il trapezio di

4. Trovare integrale generale di y’' — 3y = et, y(0) =0, utilizzando la trasformata di Laplace.

Risolvere lo stesso esercizio ponendo ¢ =f (0).



Soluzioni.
1. E’ un’equazione di Eulero. Si esegue un cambio di variabile ponendo
x=¢', t=1logx% x>0.

dy dy dt __ 1dy d?y 1 dy 1 d?y

dx dt dx x dt’ dx? = x2 dt = x2 dt?’

Consideriamo poi I’omogenea associata:

,( 1 . 1 .
X (—;y+;y>—2y=0, y—y—2y=0,

y = elt, elt(lz - A - 2) = O, /11‘2 = {2, _1},

la soluzione dell’omogenea ¢ data day = ¢;e?t + c,e™t.

Risultalogx? = 2logx = 2t: y —y — 2y = 2t.

=

Si cerca una soluzione particolare y = At + B, y' = A, y"' = 0: sostituendo, otteniamo

—-A—-2B=0 1

A-2At-2B=2t {0 070 A=-1,2B=-4B=

einfiney = —t + %

. . . s _ 1 1 1
La soluzione quindi & y = c;e?* + c,e™t —t + S Dy= cx?+ ¢, ~—logx +-.

2. Laserie ;57— x™(1 — x)™ € una serie geometrica di ragione x (1 x) e quindi converge se il
modulo della ragione ¢ minore di 1: | x(1—x) | <l1. Dal grafico di y= | X (1-X) | , oppure,
procedendo algebricamente e risolvendo il sistema

{x—x2 <1 {xz —x +1>0 sempre soddisfatta
x—x2>-1 x2-x-1<0

si ricava che la condizione e verificata per

% <x< 1+2‘/§.
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Posto | = (T’ ” ), risulta, Vx eI, Yoo x™(1 —x)" = !

1-x(1-x)  x2—x+

puntualmente in I. La serie non converge negli estremi di I: il termine generico x"(1-x)" della serie

= la serie converge

agli estremi dell’intervallo vale f;, (L\/g) = (—1)™ e non soddisfa la condizione necessaria per la
2

convergenza.

Consideriamo la derivata di f, (x) = (—x? + x)™, uguale an(—2x + 1)(—x?2 + x)" *: risulta

fi(x)=0inx=0,x=1,x= % In conclusione, £, (x) presenta nell’intervallo [0, 1] un massimo in

1
X=-
2
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Nell’intervallo [0, 1], max [fa(X)] :in: ne deriva che la serie ;- x™(1 — x)™ € maggiorata in [0, 1]

. . .. . n\" .. .
dalla serie numerica a termini positivi Y,,_, (Z) e pertanto é ivi totalmente e uniformemente

convergente.



3. Calcolare | = ff

Calcolare poi ff
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Q{}}:: —x+2 QLY.

|—fdfx+2 X

x+y+1
= %log3 — folx log(2x + 1) dx.

! x? 1 [1x2 2
foxlog(Zx+1)dx— 7[log(2x+1)]0—j; 5 Tt

X

2 1 11 x
——log3—f0 — dx=-log3 - [/ (Ex—2;+1> dx =

1
1 —5X
. . 2 . . _ -\

dividendo x* per 2x + 1 si ottiene prlu %+ 1
_ 1x2 |1, 1,1 «x 12x+1-1
=3lo 3_5_;|0+5 0 vt ¥ —bg3——+ f 2x+1
= L =1 1,1 1 1_
——log3——+ x|0 o oot dx—210g3 .13 810g(2x+1) 0=

_1 1 _3
—Elog3 —glog?) = 8logB.

B 1 y==x+2 __
dy = J; xdx [log (x +y + D" =

dx

fol x dx {log3

— dxdy, ove DédatodaD={(x,y) ER*:0<x, x<y, x +y <2}.

dx dy, ove E € il trapezio di vertici (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 2).

—log(2x + 1)} =



A questo punto, | =%log3 - folxlog(Zx +1)dx = %logB - ZlogS = §10g3.

Passiamo al secondo punto:

-x+2
X+y+1

I erer1dxdy f xdx [

=f01xdx[log3—log(x+1)]=log3x?J(1) { log(x+1)| -=

1 1 101 1 x?
—Elog3—zlog2+5f0( ——)dx——log3——10g2 e

1—
0

0 x+1

dy = f x dx [log(x +y + 1113 Y =

dx} =

1x+1-1
0 x+1

=1 _1 1_ 11,1t 1_1 _1 1_1.1 -
=-log3 —-log2 + 2x|0+2log(x+1)|0—210g3 Slog2+ S —-+-log2 =

=1 1
—210g3 "

4. LIy1-3LL]= LT, sLIy]-3 Llyl=—.

=7 y=c g Al =5+ A
B A+B=0 1

As—a+Bs-38=1, {177, A=1B=

T EUE N T B DT

y=£L [25—3 251 2°€ 2 €

Se ¢ =f(0), al secondo passaggio sL[y] -3 L[y] —c= i

L e =e+ 5 y=L7 S =0 2

s—3 s-1

. 1 1
In conclusione, y :2—e3t -3 et + cedt

o= o e

3t

et + cedt



Fila B
1. x2%y" —2xy" + 2y = (logx)? + 1.

2. Data la serie ;5o x™(1 + 2x)", stabilire I’insieme | dove la serie converge puntualmente e
stabilire se converge uniformemente in [0, 1].

X
x+y+1

3. Calcolare I = ff dx dy, ove D é dato da

D={(x,y) ER%:0<x, x>y, x+y <2}
4. Trovare I’integrale generale di y' + 5y = 6, y(0) =0, utilizzando la trasformata di Laplace.

Risolvere lo stesso esercizio ponendo ¢ =f (0).



Soluzioni.

1. E” un’equazione di Eulero. Si esegue un cambio di variabile ponendo
x==¢', t=logx, x>0.

dy dy dt __ 1dy d?y 1 dy 1 d?y

dx dt dx x dt’ dx? = x2 dt = x2 dt?’

Consideriamo poi I’omogenea associata:

o 1 1 1. C o
x (—Fy+ﬁy>—2x;y+2y=0, y—3y+2y=0,
y=eM M -31+2)=0, 4, =11, 2},

la soluzione dell’omogenea ¢ data day = c¢;et + c,e?t.

Risulta (logx)? + 1 =t2 + 1.

=

Si cerca una soluzione particolare y = At? + Bt + C, ' = 2At + B, ¥"' = 2A: sostituendo,
otteniamo

2A=1

2A -6 At -3 B +2At2 +2 Bt+2C= t*+1, {_6,4 +2B=0 '

A=2, B=2,22-3342c=1,c=2
2 2 2 2

4l
. g _ 9
einfiney =2t2+2 t +-.
2 2 4
La soluzione quindi e

y =cret +ce?t + %tz +§ t+% >y =X + cyx? +% (logx)? +§logx+%.



i
T

y = abs(z(1 + 2x))

0.5

La serie >:o—, x™(1 + 2x)™ € una serie geometrica di ragione x (1+2x) e quindi converge se il
modulo della ragione & minore di 1: | x(1 + 2x) | <1. Dal grafico di y= |x (1+2x) |, oppure,
procedendo algebricamente e risolvendo il sistema

{x+2x2<1 {2x2+x—1<0
x +2x2>-1 2x%2+x+1>0, sempre verificata

si ricava che la condizione e verificata per
1
-1<x< >

1 _ 1
1-x(1+2x)  —2x2%2-x+

Posto | = (—1,%), risulta, Vx el, Yp_ox™(1+2x)" = = la serie converge

puntualmente in I. La serie non converge negli estremi di I.

Consideriamo la derivata di f,,(x) = (2x? + x)"*, uguale a n(4x + 1)(2x? + x)™ ! risulta

fu(x)=0inx =0, x = —%, X = —%. In conclusione, f,(x) presenta nell’intervallo [—% 0] un
n
minimo in x = —i. Poiché |f,,(x)| < (%) in [—% 0] la serie &€ maggiorata in modulo dalla serie
n
numerica convergente Y., (g) , la serie Y7 ox™(1+ 2x)™ risulta totalmente e quindi

. . 1
uniformemente convergente In [_E' 0].
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3.3. Calcolare | = [ —=— dx dy, ove D & dato da

x+y+1

D={(x,y) ER%0<x, x>y, x+y <2}

!
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=x
0y Liia QY

=11+l

Iy = fol dx fox ~_dy= fol xdx {log(x +y+1)] izg} :folx [log(2x + 1) —log(x + 1)] dx =

x+y+1



x2

= —log(2x+1)| dx—{—log(x+1)| = —d }

02 +1

=%log3—f0( x—--= )dx——log2+ f(x—i) dx =

22x+1 x+1

1
1 —5X
. - 2 2 1 . . _ -\
dividendo x* per 2x + 1 si ottiene > X piu 1

1 1 2x+1-1
2 2x+1

1x+1-1

1g3———|0 dx——log2+———f dx =

——log3——+—

|O 02x+1 dx——log2+———x| + - log(x+1)|

=1 1 1_1 _1,1 -
=-log3 +~ 8log(2x+1)|0 Slog2 —->+-log2 =
=1 _1_ 1 =3 _1
—210g3 : 8log3—8log3 e

l2= flzdxfo_x+2 = dy = fxdx{log(x+y+1)|y‘_x+2}

x+y+1

= flzx[logS —log(x + 1)]dx = (log 3)%2

2 2 _
T —J; xlog(x + 1)dx =

2 2 2
:2log3—§log3—{x? log(x+1)|i— 2L dx}=

1 2 x+1
3 1 1 2 X —
=>log3 —2log3 +-log2 +5f1 (x—m) dx =

_ 1 1 1902 1p2x+l-1 ,
=—-log3 +log2 + ;x?| ] zf dx =

1 x+1

=-1 1 1 1241t 2 _
= —slog3 +-log2+1—- 2x|1+210g(x+1)|1—
=-_1 1 3_1,1 _1 =1
= 2log3+210g2+4 2+210g3 2log2—4.

I=11+12=2log3 -+ = ~log3.

4. Trovare I’integrale generale di y' + 5y = 6, y(0) =0, utilizzando la trasformata di Laplace.

Risolvere lo stesso esercizio ponendo ¢ =f (0).

LIy +5 LIyl = L[6],  SLIy] +5 LIy]=2

LIyl (s+5) = g’ y=L" [s(s+5)] L [s i]

s+5



As +5A+ Bs = 6, {

_pra[6 6 ]:E_E -5t
y=L [55 s¢s+5)] 5 ¢

Se ¢ =f(0), al secondo passaggio sL[y] +5 L[y]= 2 +c.

Ly (+5)=c+2 y=rSr | =r S+ 2

s+5 s(s+5) s+5 5s

- 6 6 _ —
In conclusione, y == —= e St + ce™St,

6
5(s+5)

_6_6  _s5¢t -5t
=——-e > +ce™"
] 5 5

11



