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FOGLIO 3

. Calcolare ,

e —1—zxsinx

.
o0+ 22 In(1 + 22) — cos(x?) + 1

. Costruire il polinomio di MacLaurin di ordine 2 della funzione

f(z) = +/1+ z. Calcolare, inoltre
lim 1?4 2(sinx — zv/1 + x)

20 x(1 — cosx)

. Calcolare, al variare del parametro reale positivo «

: 1
lim <x—xaln <1+—))
r—400 T

. Calcolare, al variare del parametro reale «

2
e — 1+ o2

230 x(sin(3z) — 3x)

. Calcolare
. 1—rcos(3z) + 3
lim

a—0t+  xl/3sin 25/3

. Calcolare, al variare del parametro reale positivo «

lim arctan(z — 1)

z—1t (ZL' — 1)0‘



Soluzioni

1. Scriviamo lo sviluppo di McLaurin delle funzioni e, sin, cos(z?) e
In(1 + 2?).
Poniamo t = z?e, per x — 0, si ha:

t2
et =1+t+—+o(t?),

2
cioe
2 2 .734 4
e =1+ +?—|—0(1’)
3
x 3
sine =2 — a + o(x”)
t2
cost =1— 5T o(t?),
2
cos(z?) =1 — ) + o(z)
e
In(1+1¢)=1t+o(t),
cioe

In(1 + 2?) = 2% + o(2?).
Sostutiamo nel limite:

2 .
e —1—zsinx

li =
om0t 22 In(1+4 2%) —cosa? + 1

1422+ 22+ o(xt) — 1 — 2?2 + 21/6 + o(z?)
= lim =
20+ xt+o(xt) — 1+ 24/2 4+ o(x*) + 1
20 /3 4+ o(z*)
w0t 3742 4+ o(zt)

(@
2/3+0(1) 4
)

= lim
=50+ 3/2 + o(1)

=3



2. Scriviamo il polinomio di McLaurin di ordine 2 della funzione /1 + x.
Dato che

1
Vitz) = ——=
Wite) =o i
1
Vitao) = ———n———,
( ) 44/(1+ )3
per x — 0:
r 1a?
f(:c)—1+§—15+0(3:2):
2
—1+§—%+0(w2)

Scriviamo il polinomio di McLaurin delle funzioni sin x e cos x:

e
sinr =z — = + o(2?)
3!
2
cosx =1— 5 + o(z?)

Sostituiamo nel limite, e si ha:

I 2?4+ 2(sinx — zv/1 + x)
im -
20 z(1 — cos )

lim 2?2+ 2(x —23/6 4+ o(z3) — x — 22 /2 + 23 /8 + o(x?))

z—0 x3/2 + o(x3)
_ 3 3 3
~ lim x/3+x/4+o(x):
20+ x3/2 4 o(x?)
3 12 3
lim % /12 + o(z°) _

=0t x3/2 + o(x?)

Lo mL1240(1) 1
=0+t 1/2 4 0(1) 6

3. Trasformiamo, attraverso un cambio di variabile del tipo t = f(z), il li-
mite per x — +o0 nel limite per t — 07. In questo modo, per calcolare
il limite possiamo sviluppare il polinomio di McLaurin delle funzio-
ni considerate. Per fare questo poniamo ¢ = % Usiamo il seguente

sviluppo di McLaurin

In(1+1t) =t+o(t)

3



nel limite, e otteniamo:

% forma indet. se o =2
=4 +0o0 se0<a<?2
—00 se o > 2

Il primo caso da origine a una forma indeterminata, che dobbiamo
studiare. Per fare questo sviluppiamo In(1 + ¢) fino al secondo ordine:

2
(1 +4) =t — % +o(t),

sostituiamo,
1

lim—[l— 1——+0 }
t—sot t
1
2

1
pr— 1' 1 pr—
A (2 +ol >)
Dunque possiamo concludere che il limite e:

1 _
5 se o = 2

+o0o sel<a<?2

—00 sea>2

. Sviluppiamo vicino a 0, attraverso la formula di McLaurin, le funzioni
e ¢ sin(3z). Ponendo ¢ = 22 abbiamo:

2t2
e = ¢ = 1+at+a7+0(t2) =

4
:1—1—041’2—1—%%—0(3:4)

2723 93
o +o(a?) = 8z — — + oa”)

1 (32) —
sin(3z) 5




Ora possiamo sostituire tutto nel limite, e si ottiene:

Lo 1tart+ S8 o) — 1+ 47
= ]1m =

2—0 32 — % + o(xt) — 3x2

(a + )2 + 2228 4 o(a?)

4 -
—2 4+ o(x?)

(a+1) + 22 4 o(2?) B

2
—%= 4 o(a?)

1 _
-5 se a = —1
=< +o0o sea< —1

—00 seoa>—1

. Dobbiamo sviluppare vicino a 0 le funzioni cos(3x) e sin(z%/3):

9 2
cos(3z) =1— % + o(z?)

e, ponendo t = x°/3,

sin(t) =t + o(t) = 23 + o(z*/?)

Ora, come fatto negli esercizi precedenti, sostituiamo gli sviluppi nel

limite:
. 1—cos(3z) + 2*
lim =

e—0t+  xl/3sin 2%/3

_ 3 1—1+%—1—0(x2)—|—x3
T oh0r (@B + o(2%)

2 o(a2?)
= lim 2————= =
=0+ 12 + o(x?)

. 3401 9
= lim =¥——= = —.
o0+ 1+o(1) 2

Notiamo che nel terzultimo passaggio abbiamo inglobato il termine 3

nell’o(z?).



6. Riportiamo il nostro studio vicino a 0 con la sostituzione t = x — 1.

Cosi si ha:
arctan(z — 1)
im ——= =
z—1t (93' — 1)0‘

tan(?
i © an(t) _
t—0+ te

dallo sviluppo dell’arcotangente: arctant =t + o(t),

t
= lim +olt) =
t—0+ 1@

14 o(1
iy 1P
t—ot tol

1 sea=1
=< +oo sea>1
0 se v < 1



