1 Trasformata di Laplace.

1.1 Definizioni e esempi.

Definizione 1.1. Sia f una funzione di variabile reale, nulla in (—o0,0); siap € C. La trasformata
di Laplace di f é la funzione L[f] definita dalla formula

+o0
£[f)(p) = /0 f(@)e " da (1)

L’applicazione
L f— L[f]

st chiama trasformazione di Laplace.

Il numero complesso p = u + iv € tale che
f(z)e™P® = f(x)e U2~ = f(z)e e = f(x)[cos(vz) — isin(vz)]e "

Da tale eguaglianza, se risultano finiti entrambi gli integrali generalizzati di Re(f(z)e P*) e di

Im(f(x)e™P*), si ha che I'integrale 0+°° f(x)e™P* dz in (1) risulta essere pari al numero complesso

+00 +oo
() cos(va)e ™ dx — z/ f(x)sin(vz)e ™ dx
0 0

La convergenza dei due integrali appena scritti avviene se converge

+o00o
/ F@)e™ da
0

Dunque, £[f](p) risulta definita per p = u + iv Vv € R, se tale ultimo integrale converge per un
certo u € R.

La funzione f si dice trasformabile secondo Laplace se £[f](p) € ben definita per almeno un valore
di p e C.

Siano o|[f] := inf {Re(p) : IL[f], Re(p) > u} e m := {p € C: Re(p) > o[f]}; o[f] ¢ lascissa di

convergenza della funzione f, il semipiano 7 si chiama semipiano di convergenza.

Definizione 1.2. Sia I un intervallo tale che RT = [0,+00) C I. La funzione f : I — C si dice
di ordine esponenziale o, con o € R, se essa verifica una disequaglianza del tipo |f(z)] < Me**; in
tal caso o[f] < a. Si osservi che una funzione di ordine esponenziale « = 0 ¢ semplicemente una
funzione limitata: |f(z)] < M.

Teorema 1.3. Sia f una funzione tale che |f(x)] < Me** per x — 400, con M e a positivi;
allora f é trasformabile, L[f] esiste nel semipiano complesso Re(p) > « e inoltre si ha che

plim, L) =0 e)

Proposizione 1.4. Se L[f]|(p) esiste per p = py, allora esiste anche nel semipiano {p € C : Re(p) > Re(po)}
e vale la (2).

Esempio 1.5. La funzione di Heaviside H(x), detta anche gradino unitario, é la funzione carat-
teristica di R*, ovvero

1lsex>0

0 altrimenti

H(z) = {



ur - seque che la funzione x — e P* ¢ integrabile in R se e solo

se u > 0; dunque [’ascissa di convergenza € 0 e la trasformata di Laplace si puo calcolare come
integrale improprio:

Posto p = u + iv, da |e P*| = e~

T
= lim
0 T—4o0 p

+o00 T 1 . e—pT
L[H](p) = / e P dr= lim e P dr = lim <_epx> l—e ™
0 T—+o0 Jo T—+o00 P

Come illustrato, tale limite esiste finito solo se Re(p) > 0 dunque

LM@=;

con semipiano di convergenza Re(p) > 0.

Esempio 1.6. Per h numero reale positivo, si consideri l'impulso di durata h

lse0<zxz<h
0 altrimenti

) = (o) - Ha — 1) = {

Risulta ,

e P% _ 1—e—Ph

h e 5 = S sep #0
Llflp) = | e P do = 0
0

h sep=20
La funzione ottenuta ha una singolarita eliminabile nell’origine: essendo e PP =1 — hp 4 O(p?), si
ha lim,,_o l—e Pt _ h, in accordo con il valore calcolato per p = 0; o[f] = —oc.

Dividendo per h la funzione precedente, si ha l'impulso unitario di durata h

%860§$<h
on(z) = (3)
0sex>h

risulta f0+oo op(z) dz =1 per ogni h >0 e

hq 1—ePh
L[op](p) = / Eefm dr = — che tende a 1 per h — 0.
0 p

Esempio 1.7. La distribuzione di Dirac nell’origine é data da

§(x) = lim 6 (z)

e da (3) si ha, come anticipato al termine dell’esempio precedente, che

o) = tim A=

=lim —— =1
61(p) = Jim ==
Esempio 1.8. La funzione esponenziale f : x — e** con a = c+id € C.
La funzione f : x — e e = ¢~ =07 ¢ integrabile se e solo se Re(p —a) =u—c >0, ovvero se
u > c. Dunque o[f] =c; nel semipiano definito da questa equaglianza, il calcolo della trasformata
della funzione f & simile a quello visto nell’ esempio 1.5:

+o00 T e_(p_a)x T 1
Llflp) = / e PO gz = lim e~ =0T gr — lim [——| | =
0 T—+o0 Jo T—100 p—a |, p—a




1.2 Proprieta .

Proposizione 1.9. Siano f1 e fo due funzioni per le quali esiste la trasformata di Laplace, con
ascisse di convergenza o[f1] e o[fa] rispettivamente; se c1,co € C, per la funzione x — c1 fi(z) +
cafa(x) esiste la trasformata di Laplace nel semipiano Re(p) > max{c[fi],o[f2]} e per le p di tale
insieme si ha

Llerfi + e2fol(p) = et L[ A](p) + 2L /2] (p)

Esempio 1.10. In base al risultato dell’Esempio 1.8, con a = +id, d € R, si ha

L[eF](p) = DFid con Re(p) > 0.
Dalle formule di Fulero
idr _ ,—idx idx —idx
sin(dx) = % e cos(dx) = c_fe
i

seque che

i) = 5 (521~ 5ria) = s

T2 \p—id p+id) p+d
L[cos(dx)|(p) = ) (p—id +p+id> - p? + d?

con semipiano di convergenza Re(p) > 0.

Teorema 1.11. Sia f derivabile con derivata continua a tratti in [0,400); inoltre, nel semipiano
Re(p) > u esista la trasformata di f'; allora f é trasformabile nel semipiano Re(p) > max {u,0}0
vale la formula

L1f'](p) = pL[f](p) — f(0)
Se esiste, trasformabile, ", si ha

LLf")(p) = p*£1f](p) — pf(0) = £(0)

Proposizione 1.12. Siano f e g nulle in (—00,0). Il loro prodotto di convoluzione é definito dalla
formula

(f % g)(z) = /0 " - t)g(t) di = /0 " (g — 1) dt

Se f ¢é trsformabile nel semipiano Re(p) > u e |g| ¢ trasformabile nello stesso semipiano, allora
anche f x g é trasformabile in Re(p) > u e vale la formula

L[f xgl(p) = L[f1(p) - L]g](p)

Proposizione 1.13. Se |f(z)| < Me"™, definitivamente per v — 400, si ha

L[(=1)"2" f(x)](p) = CZ;L[f] (p) con Re(p) > u e per ognin >0

Proposizione 1.14. Sia f una funzione Per cui esista la sua trasformata di Laplace, f nulla per
x < 0, con ascissa di convergenza o[f]; allora si ha:

i) L[f(cx)l(p) = LLIf(2)](B) ¢ >0, Re(p) > colf];
ii) L[f(z —z0)](p) = e P L[f(x)](p) zo > 0, Re(p) > ol[f];



iii) L[f(x)e*](p) = L[f(z)](p — a) a € C,Re(p) > o[f] + Re(a);

Esempio 1.15. In base ai risultati dell’esempio 1.10, utilizzando la proprieta iii) della proposizione
precedente, per ogni numero complesso a si ha

Lle sin(dz)](p) = (p—c:)g—i—dQ
Re(p) > Re(a)
L]e" cos(dx)](p) = m

Sia f : I — C una funzione definita su un intervallo I, con [0, +00) C I; si definisca la funzione

f(z)sex >0
0 altrimenti

f+(@) == {

se, dunque, f & definita su R, si ha fi(z) = H(z)f(z). A sua volta, la funzione di Heaviside H
puo essere pensata come ottenuta dalla costante 1 mediante annullamento per ¢ negativo, ovvero

Definizione 1.16. Un segnale ¢ una funzione f : R — C, nulla per valori negativi del suo
argomento e trasformabile secondo Laplace,
1.3 Trasformata inversa di Laplace.

Si puo dimostrare che, data una trasformata di Laplace F'(p), € unica la funzione f(z) tale che
L[f] = F. L’operazione che permette di passare da F' ad f si chiama inversione della trasformata
di Laplace ed f = £L~![F], si chiama antitrasformata di F.

Esempio 1.17. i) Se F(p) = z%’ allora £~1 [1%] (r) =201 Lﬁ} () = 2H (z)e™3®

ii) Se F(p) = m, allora L7L[F] (z) = €22 L1 [pglJrg] (z) = §sin(3z)e* H(z)

1.4 Equazioni differenziali ordinarie.

Esempio 1.18. Applicando la trasformata di Laplace al problema ai valori iniziali

y' +2y +5y=0

y(0) =2
y'(0) = —4
st ottiene , o
(P+QP+@Y@)=%“—+Y@):;iﬁgig
Risulta p*> +2p+5= (s +1)> + 4 = (s +1)® + 22 e dunque
2 p+1 P

Y(p)

TP+ 2p+5  (s+12+22 (s 1)2+22
In base alla linearita della trasformata e all’esempio 1.15, si ottiene
y(t) = 2e " cos(2t) — e 'sin(2t) = (2cos(2t) — sin(2t))e "

Il segnale ottenuto descrive delle oscillazioni smorzate dal fattore e™t.



2 Trasformata di Fourier.

2.1 Definizioni e esempi.

Definizione 2.1. Sia f una funzione di variabile reale, tale che

i) f € CY[~a,a]), con [~a,a] intervallo limitato;

ii) fj;o]f(xﬂ dx < 400, cioé f(x) sia assolutamente integrabile da —oo a +oo.

La trasformata di Fourier di f ¢ la funzione f : R — C definita dalla formula

for= [ rwe e a (1)

—0o0

Proposizione 2.2. In ogni punto in cui f é continua si ha

R +o00 ) A +oo ‘
Flflv) = f(v) = / !}"(30)6_127”’r dx se e solo se f(z) = :}'—l[f](@ _ / f(y)e’LQm/z dv

—00 —0oQ
Proposizione 2.3. f(v) ¢ continua e risulta

lim f(v)=0 (5)

V| =400
Esempio 2.4. La funzione caratteristica di un intervallo:

1 se x € [a,b]
0 altrimenti

ﬂ@=mM®%={

La trasformata di Fourier risulta

—i27va__ ,—127wvb

£ € sev#0
T
a

b—asev=20

Si tratta di una funzione continua di v e infinitesima all’infinito; infatti

lim f(r) =b—a e 1f(v)] < L

v—0 - ‘7TI/|

In particolare, per un impulso relativo all’intervallo [—a,al, cioé la funzione caratteristica dello

stesso intervallo
1selz|<a

0 altrimenti

fa(x) = X[-a,d] (1:) = {
st ha . .
—i2nva —i2mva

e —e _ sin(a27v) sin(a27v)

falv) = =2 =2a

2Ty 2ny a2my

Esempio 2.5. Dall’esercizio precedente si ha la funzione

A selzx|<a
0 altrimenti

Aﬁ@»—AMﬂme—{

si ha Zﬁ(l/) = 2Aasma(;72r:”). 1l prodotto 2Aa rappresenta l’area sottesa dagli impulsi; mantenento
costantemente pari a 1 questo prodotto e facendo tendere a al valore 0, quindi A tende a 400, questi

impulsi tendono all’impulso di Dirac §; la trasformata di Fourier tende a 1. Quindi

b=1



Esercizio 1. Calcolare la trasformata di Fourier f(l/) dove

)=

e sex >0
0 altrimenti

Osservazione 2.6. Si osservi che

. o0 . o0 “+o00

flv)= / f(x)e 2™ dy = / f(z) cos(2mvr) dx —i/ f(z)sin(2rvx) dx (6)
quindi,

e se f ¢ parisiha fjoooo f(z)sin(2rvz) de =0e fj_oos f(z)cos(2mvz) doe = 2f0+°° f(z) cos(2mvzx) dx

o se f é dispari si ha fj;o f(z)cos(2mvz) de =0 e —i fj;o f(z)sin(2rvx) doe = —2i f0+oo f(z)sin(2mve) dx

2.2 Proprieta .
Proposizione 2.7. Siano fi1 e fo due funzioni con trasformate di Fourier fl e fz; se c1,c0 € C,
st ha . R R
cafi+ceafe=cfi+eafa.
Proposizione 2.8. Se g(z) = f(ax —b) con a,b € R, allora

+oo : 1 o bav
i) = [ flax—pe o da= Lot Y ™

o |al
Esempio 2.9. Sia
1/T se |lx —xo| <T/2
f(iU) ::{ / ’ 0’ = /

0 altrimenti

Allora in(mT)
PN —2miva, SID(TY
flv)=e T

Si ha limp_yo f(z) = §(x — o) e quindi
Flo(w — wo)](v) = e~ (8)
Teorema 2.10. Sia f derivabile; se lim,_, 1~ f(x) =0, allora si ha
F(f(v) = 2mivf(v)

iterando

Per f = f(z,y) si ha F(5}) = HF(f).
Proposizione 2.11. Siano f e g funzioni definite in R e
+o0

(fxg)(z) = fy)g(z —y) dy

1l loro prodotto di convoluzione; allora

FIf #9)(v) = f(v) - 4(v) (9)
Esempio 2.12. Se g(x) = §(x) si ha F[f * 5] = F[f] ovvero (f x0)(x) = f(x).
Se g(x) = d(x — xg) si ha, ricordando (7) e (8),
FLf » 6z — 2| (v) = =20 (1) = F{f(z — 20)](¥)

ovvero fxd(x —xg) = f(x — x0).



2.3 Equazioni differenziali.
Sia dato il problema

2
DoKTE u@0)=f@),  u@n <M,  —co<z<too, >0

Prendendo la trasformata di Fourier rispetto a x di entrambi i membri dell’equazione differenziale

assegnata, si ha
d

%F[U] = —k(27v)?F|u) (10)
L’equazione differenziale ordinaria (10) ha soluzione

Flu] = Ce ™) Gyvero Flu(z,t)] = Ce H@m)*t (11)
da cui, per t = 0, si ha Flu(z,0)] = F[f(x)] = C quindi

Flu] = F[fle

1 2
/ (22 /4kt)
7 Akt € ]

1 2 oo 1 2
u(z,t) = f(x)* Akt © /_OO f(w) e dw

Considerando la trasformazione 22 = (x — w)?/4kt si ha finalmente

Risulta

quindi

L [T — 2z z
u(x,t):ﬁ/_ooe f(z—22Vkt) d

Il problema studiato ¢ la determinazione della temperatura di una sbarra sottile e infinita; la
superficie di questa ¢ isolata, la temperatura iniziale ¢ pari a f(x).

3 Appendice

Definizione 3.1. Sia f : [a,+00) — R wuna funzione continua; si ponga

+00 +b
/ f(z) de = lim f(z) dzx (12)

b—+o0 J,
L’integrale f;oof(a:) dx si dice:

e convergente se il limite in (12) esiste finito; in tal caso si dice anche che f é integrabile in
[a, +00);

e divergente se il limite in (12) risulta pari a +00 oppure a —o0;
e che non esiste se il limite in (12) non esiste

Proposizione 3.2. Siano f, g : [a,+00) — R funzioni continue; tali che 0 < f < g in [a,+00);
risulta che se g(x) é integrabile, allora anche f é integrabile.

Definizione 3.3. Sia E un insieme misurabile di R™, f : E — C una funzione a valori complessi,
con f(z) = f1(x) + fa(x), con fi, fo: E — R. La funzione f si dice sommabile se tali sono fi e
f2 ed inoltre risulta che f é sommabile se e solo se |f| & sommabile.



