Soluzioni.

1. Risolvere il problema di Cauchy.

{y’(x) —xy(x) = x3y*(x);
y(0) = -

4

Abbiamo I’equazione differenziale y'(x) — xy(x) = x3y?(x), che é un’equazione di Bernoulli. La
soluzione identicamente nulla y(x) = 0 non soddisfa la condizione iniziale.
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Posto y(x) =0, si divide per — y=(x), ottenendo yz(x)+xy(x) X

Introducendo z(x) = 1/ y(x), per cui z' (x) = —

e y'(x), siottiene una nuova equazione lineare

del primo ordine nell’incognita z(x):

3

1(x) Y +x —=-x> 5> zZ'(x)+xz(x)= —x>

1
y? y(x)

Poniamo A(x) = exp ([ x dx) = e**/2,
AX)[z'(x) + x z(x)] = - AKX) X, ;—x [2(x) e¥*/2 | = —x3 .e*/2,

X
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2(x) = —e ¥ /2. [ x3 X’ /2 dx = —e ¥ /2. (xzeT —2e7 + c):
=—x2+2+ce*/?,
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Infatti [(x3-ezdx = [x%d (eT) =x%¢2 —2[xezdx=x% 7z —2ez +c.

H H L - 2 _x2/2 =
QUIndI y(x) X + 2 + ce ’ y(X) _x2+2+ce_x2/2'

Dalla condizione iniziale, y(0) = % , ricaviamo4 = 2+c,c=2.
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—x2+2+2e"%%/2"

In definitiva, y(x) =

2. Sulla base della proprieta della trasformata di Laplace relativa all’integrale di f (t), spiegate come
ricavare da L[sin at] la trasformata di cos at.

a
s2+q?’

Posto f(t) = sinat, F(s) = L] sinat] =

Sappiamo che
[ sinaudu = — = cos at +~
0 a a

e che,se F(s) =] f (t)], allora

L’[fotf(u)du] =¥.
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Ricaviamo che £ [fo sinau du] ~ L[ cosat] +— . ETRTI
2 s2+a2—qa?
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In conclusione, cos at ]= .
! ] s2+a?
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3. Studiare la serie Y54 (m) .

La serie serie assegnata si riconduce alla serie geometrica }.n-,q™ = 1+ X7, q™, con ragione

1
1-log|x|

q= , X= 0. Si ha la convergenza quando | | < 1, ovvero quando |1 —log|x|| > 1,

1-log|x|
(1—-1loglx| >1) U(—1+log|x| > 1), owero (—log|x| > 0) U (log|x| > 2)

Deve risultare

1. log x| <0, [x| <1, ((1<x<0uUu(0<x<1l)

2. log x| > 2, [x| > €% (x<—¢€?) U (x> e?).
La serie converge sui quattro intervalli (—oo, —e?), (-1, 0), (0, 1), (¢? +x)

Per ognuno degli intervalli trovati, la serie converge. Determiniamo la somma, ricordando che
1

Yn=1q" =11
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Zn:l (1—log|x| Zn:O 1-log|x| 1=

_ 1 _ 1-loglx| _ —1+logl|x| , _—1+loglx|-logl|x| _ 1

-1 T 1-loglx|-1 ~ log|x| B log|x| T loglx|”
1-log|x|

4. Calcolare [f, (x* +2y?) dx dy,

oveD={(x,y) eR:1<x?>+y2<4,x>0,y = 0}.

X =pcos?

Si considera la trasformazione delle coordinate ¢ (p,9) = {y — psing’

1<p<20<9<E
2
a(xy) _ |cos9 —psind|

cui corrisponde lo Jacobiano 209 |sind pcosd| P




JI, &&* +2y*)dx dy = ff dp J2(p*cos®I + 2 p*sin*9)dd =

= flz p3dp (fg(coszﬁ +2 sinzﬁ)dﬁ) = f12p3dp (fg(l + sin? 19)d19)=
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