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P. 1
EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

Una ED ordinaria ¢ una equazione in cui I’incognita ¢ una funzione y = y(x) che compare

nell’equazione assieme alle sue derivate successive e alla variabile indipendente x. L'ED si dice
ordinaria in quanto la funzione incognita y dipende da una sola variabile x. L'ED si dice di ordine #,
se n ¢ il massimo ordine di derivazione con cui compare la y.

Il modo piu generico di scrivere una ED di ordine n €

F(x,3,9, 5" 3") =0, (1.1)

dove F' ¢ una funzione (a piu variabili) che esprime, a primo membro della (1.1), una relazione tra la
variabile indipendente x, la variabile dipendente (funzione incognita) y = y(x) e le sue derivate
fino a quella di ordine n. Per esempio

2xy"’—(y')2 +x=0

¢ una ED di ordine 3. In questo caso si ha F(x,y,y,y",y")=2xy"— (') +x.
L'ED scritta nella forma (1.1) si dice in forma implicita. Qualora si riuscisse ad esplicitare
I'ED rispetto alla funzione y"", cio¢ a scriverla nella forma

P =G (2, y e ),

essa si dira espressa in forma normale.

Risolvere (o, come ¢ meglio dire, integrare) una ED significa determinate tutte le funzioni
y = y(x) che sostituite all'incognita verificano l'identita. Ovviamente, poiché si tratta di funzioni,
bisognera anche stabilire il loro dominio. L'insieme di tutte le funzioni soluzione dell'ED prende il
nome di integrale generale dell'ED.

Esistono varie tipologie di ED. A seconda della tipologia di una particolare ED ¢ spesso (non
sempre) possibile innescare una tecnica apposita per determinare il suo integrale generale.

Esempio 1. Integrare I'ED ' =x".
Si tratta di una ED del 1 ordine in forma normale. In questo caso, poiché la funzione f(x)=x",a2

membro, dipendente solo dalla variabile x, I'ED rientra nel caso delle cosiddette ED risolubili
mediante integrazioni dirette. Per questo tipo di ED il problema della ricerca dell'integrale generale
¢ equivalente al problema (affrontato in analisi 1) della ricerca di tutte le primitive della funzione

f(x)=x" nel suo dominio che, in questo caso, & l'intervallo J = R . Infatti il problema ci chiede di
determinare tutte le funzioni y = y(x) che derivate coincidono con la funzione f(x)=x" su tutto

J. Bastera allora determinare l'integrale indefinito della funzione f(x)=x" (che ¢ l'insieme di tutte
le primitive di f')
Si ha

3

y:Ixzdx = y=%+c, VceR e VxelJ.

Dal punto di vista geometrico l'integrale generale ¢ costituito da infinite curve nel piano (grafici di
funzioni definite in J = R ) tra loro "parallele".



Esempio 2. Risolvere il seguente problema di Cauchy

,1

xIlnx.
y(e)=5

Un problema di Cauchy ¢ un problema in cui si richiede di integrare una ED e di determinare,
tra le funzioni soluzione, quella (o quelle) che soddisfano le cosiddette condizioni iniziali.
Quest'ultime sono tante quanto ¢ l'ordine n dell'EQ e si stabiliscono fissando n+1 valori costanti x,
(riferito alla variabile indipendente x) e y,,¥,,...,y\"" (riferite rispettivamente alla variabile

dipendente incognita y e alle sue derivate successive fino all'ordine n-1) e imponendo le condizioni
che devono essere verificate dall'integrale generale dell'ED e dalle rispettive derivate successive.
Un generico problema di Cauchy si scrive nel modo seguente

v = fy, Y,y )

y(x,) =¥,
y'(xo) = y[)

P x) =y

Per risolvere il problema di Cauchy dell'esercizio si puo utilizzare uno dei seguenti due
procedimenti:

1 procedimento
Si determina prima l'integrale generale dell'ED.

L, Inlnx|+¢, sexe(0,1) v R
y_jxlnx rTE 1n|1nx|+c2 se x € (1,+) e s

cioe

y= , Ve, eR.

In(-Inx)+¢, sexe(0,1)
In(lnx)+c, sexe(l,+0)

Poiché nella condizione iniziale si ha x, :ee(1,+oo), bisogna considerare solo la famiglia di

funzioni definite nell'intervallo J = (1,+00) . Imponendo ora la condizione iniziale si ha
yo=In(Inx,))+c, = 5=In(lne)+c, = ¢, =5.

Quindi il problema di Cauchy ammette un unico integrale y = ln(ln x) +5 definito nell'intervallo J.
Dal punto di vista geometrico la soluzione del problema di Cauchy ¢ la curva (tra le infinite
dell'integrale generale) passante per il punto del piano di coordinate (x,,,) =(e,5).

2 procedimento

dy(x) 1
dx xlnx
Siccome il problema equivale a determinare, tra l'integrale generale, quella (o quelle) particolare

Usando la notazione di Leibniz I'ED si puo anche scrivere

funzione primitiva di f(x) =

1 che vale y, (cio¢ 5) nel punto x, (cioe e), si integra membro a
xInx

membro l'eq. nel seguente modo



X

dy(t) c 1
——2dt=|——dt, 1.2
j dt '[tlnt (1.2)

Xo Xo

ottenendo

y—y,=In(Inx)-In(lne) = y=In(lnx)+5, VxeJ =(1,+x).
Osservazione: sostituendo la variabile di integrazione ¢ con una nuova variabile s mediante la
relazione s = y(t), I’integrale a primo membro della (1.2) si puo scrivere in modo equivalente

X

j%dt:fds,
Yo

. . d

infatti, se t =x,=>s=y(x,)=y,, t=x=>s=y(x)=y e ds =?);(t)dt .
Dal punto di vista pratico conviene sfruttare questa osservazione.
Esempio 3. Risolvere il seguente problema di Cauchy

, 1

~ xInx
{ )
— |=In6
(7)
1 procedimento

Si determina prima l'integrale generale dell'ED.

1 In(-Inx)+c¢, sexe(0,1)
= d - 5
Y jxlnx rT Y {ln(lnx)+c2 se x € (1,+0)

Ve,,c, eR.

Poiché nella condizione iniziale si ha x, =Lze(0,1), bisogna considerare solo la famiglia di
e

funzioni definite nell'intervallo J = (0,1) . Imponendo ora la condizione iniziale si ha

yo=In(-Inx))+¢, = ln6=1n(—lni2)+c1 = ¢ =In6-In2=1In3.
e

Quindi il problema di Cauchy ammette un unico integrale yzln(—lnx)+ln3 definito

nell'intervallo J = (0,1). Dal punto di vista geometrico la soluzione del problema di Cauchy ¢ la

curva (tra le infinite dell'integrale generale) passante per il punto del piano di coordinate

1
(X0, ¥0) = (?,ln6).

2 procedimento
Integriamo membro a membro 1'eq.

ottenendo

y—In6=In(-Inx)-n2 = y=In(-Inx)+In3, VxeJ=(0,1).



Esempio 4. Risolvere il seguente problema di Cauchy
y'=sinx
y (7[) =1.
y'()=0

1 procedimento
Si determina prima l'integrale generale dell'ED. Occorre integrare due volte (in generale se I'ED ¢ di
ordine n occorre integrare n volte). Una prima integrazione da come risultato

y’zjsinxdx = y'=-cosx+¢, VeeReVxel=R.
Integrando ulteriormente si ottiene
y=j(—cosx+cl)dx = y=-sinx+cx+c,, V¢,c,eReVxeJ=R.

Le costanti arbitrarie dell'integrale generale devono essere tante quanto I'ordine dell'ED.
Determiniamo le soluzioni che verificano le condizioni iniziali. Occorre risolvere il sistema

{yoz—sinxo+c1xo+c2 - {1=—sinﬂ+clﬂ+c2 - {l=c17z+c2 {c2=1+7z

! —_— —_— —_— —_—
Vo = —COSX, +¢, 0=-cosm+¢ 0=1+¢ ¢ =-1

L'unica soluzione del problema di Cauchy ¢ y=—-sinx—x+1+7, VxeJ=R.

2 procedimento
Integro membro a membro una prima volta nel seguente modo

¥y X
J‘ds=J‘sintdt = y'=—cosx—-1, VxeJ=R.
0 V4

Integro ulteriormente nel seguente modo

»-'—.g

ds:J-(—cost—l)dt = y=-sinx—-x+l+7, VxeJ=R.

Esempio 5. Risolvere il seguente problema di Cauchy

y'=xe
y(O)zl
y’(O):2

utilizziamo il 2 procedimento
Integro membro a membro una prima volta nel seguente modo

A T 1 - 5
IdS:Ite_' dt => y=——e" +=, VxeJ=R.
2 2

2 0

Integro ulteriormente nel seguente modo

j‘ds=—%j‘(et2—5)dt = y=—%A(X)+§X+1, VxeJ =R,
1 0



dove A(x) ¢ la funzione integrale A(x) = I e "dt che ovviamente vale 0 in x, =0. Non potendo
0

calcolare l'espressione esplicita di A(x), la soluzione si esprime in termini di una funzione

integrale.

Esempio 6. Risolvere il seguente problema di Cauchy

y'=e
y(O)zl
y'(O):2

Integro membro a membro una prima volta nel seguente modo

BN Sy

dSZIe_'Zdt = )y =A(x)+2, VxeJ=R.
0

dove A(x) ¢ la funzione integrale A(x)= J-e"tzdt che ovviamente vale 0 in x, =0.
0

Integro ulteriormente nel seguente modo

Y X X
[ds=[(4@0)+2)dt = y=[a@dt+2x+1, VxeJ =R,
1 0

0

Calcoliamo la funzione integrale J.A(t) dt esprimendola in termini di A(x) . Integrando per parti si ha
0

1 1
o =XA(X)+—e" ——.
0 = XA(x)+2 5

j A(t)dt = tA(t)|: - j tA'() dt = xA(x) - j te™ dt = xA(x) +%e"2
0 0 0

Quindi la soluzione del problema di Cauchy ¢ y = xA4(x) +%e"2 +2x +% , VxeJ =R.

ED lineari di ordine qualsiasi
La piu generica equazione differenziale lineare di ordine # si scrive come
ay ()" +a,()p"" + ot a,, ()Y +a, (0)y = f(). 2.1)

dove le funzioni a,(x),a,(x), --a,(x) sono dette coefficienti del’ED e f(x) termine noto.

Se a,(x) mantiene lo stesso segno (positivo o negativo nel suo dominio), allora si possono dividere
entrambe 1 membri della (2.1) per questa funzione ed esprimere I’ED in forma normale

a0y 4 ta,, (0)ya, (x)y = ()
ovviamente i coefficienti e il termine noto dell’ED scritta in questa nuova forma cambiano.

Se f(x)=0 I’ED si dice omogenea, altrimenti si dice non omogenea.

ED lineari del primo ordine

Una ED lineare del 1 ordine non omogenea in forma normale si scrive come

y+a(x)y =b(x), (2.2)



con a(x),b(x) e C°(J) eJun intervallo.
Vediamo la tecnica per determinare 1'integrale generale. Detta p(x) una particolare primitiva
di a(x) in J, moltiplicando entrambe i membri della (2.2) per la funzione e”™, si ha

yvep(X) + a(x)yep(X) — b(x)ep(X)
che equivale a scrivere

%(yep(") ): b(x)e"™ .

L'ultima equazione ¢ equivalente all'ED iniziale; quindi la ricerca dell'integrale generale della
(2.2) equivale a trovare tutte le funzioni y tali che ye”™ risultano essere primitive di b(x)e”™ . Per
fare questo basta integrare membro a membro

Idi(yep(x))dx = jb(x)ep(x)dx = ye”(") = Ib(x)ep(x)dx+c
X

da cui si ottiene I'espressione dell'integrale generale
y=e ™ ( [bxr)erax + c) VceR e VxelJ. (2.3)

In particolare, se I'ED lineare ¢ omogenea, cio¢ b(x)=0, allora il suo integrale generale ¢, dalla
(2.3), y=ce ™.

Esempio 1 Integrare 'ED y'=y

E' una ED lineare del primo ordine omogenea, che scritta in forma canonica diventa )'-y=0.
Quindi si ha a(x)=-1 e b(x)=0. Una primitiva particolare (quella con ¢=0) di a(x) ¢

p(x)=—x, quindi ’integrale generale del’ED ¢ y=ce", VceR ¢ VxeJ =R.

Y

Esempio 2 Risolvere il problema di Cauchy r = Inx .
¥(2)=7
L’ED del problema ¢ lineare del primo ordine omogenea. Riscritta in forma canonica diventa

y' —lLy =0. Il coefficiente a(x)= _IL ¢ continuo nel suo dominio D =(0,1)U(1,+). Poiché
nx nx

il punto x, =2 €J = (1,400) la soluzione del problema sara definita in J.
Una particolare primitiva di a (x) inJ ¢ p(x) = —I%dt (impossibile da calcolare). Quindi
5 In?

I’integrale generale dell’ED ¢ y = ce ™. Dalla condizione iniziale si ha

-r(2)

y,=ce ™ = T=ce = 7=c, poich¢ p(2)=0.

Quindi I’unica soluzione del problema & y =7e "™ definita in J = (I,+o0).

Esempio 3 Integrare 'ED ' —2xy =x".
Si tratta di una ED lineare del 1 ordine non omogenea con a(x) =-2x e b(x) =x". Siccome

entrambe le funzioni sono continue in J =R, l'integrale generale ha come dominio J. Una
particolare primitiva di a (x) =-2x ¢



p(x) = I—Zxdx =—x’
Allora dalla formula (2.3) si ottiene

y= e (J.x3e_x2dx + c) .
Calcoliamo l'integrale IxS e dx.

jx3e”“2dx = Ixzxe’xzdx = —lsz ie”‘zdx = —lxze”‘2 +J‘xe”‘2dx = —lxze”‘2 —l ie”‘za’x =
2 X 2 2 24 dx

=——xe’ ——e =—%e"2(x2+l)+cl.

P . 1 . . . C
Quindi siha y=e 2 (—Ee 2 (x2 + 1) +c + cj. Siccome ¢, e ¢ sono costanti reali arbitrarie, posso
considerare la loro somma come costante arbitraria che si continuera ad indicare con la lettera c.
PR . 1 x
In definitiva l'integrale generale ¢ dato da y = —E(XZ + l) +ce” , VceReVxeJ=R.
Facciamo la verifica: y'=—-x+ 2cxe” . Sostituendo l'espressione nel 1 membro dell'ED si ottiene
' x? 1 2 x? x? 3 x? 3
V' =2xy=—x+2cxe’ —2x ——(x +1)+ce =—x+2cxe’ +x +x—2cxe’ =x
espressione che coincide con il 2 membro dell'ED.
y+xy=1

r()=-2"

Integro prima I'ED lineare che ¢ del 1 ordine non omogenea con a(x) =Xx e b(x) =1. Siccome

Esempio 4 Risolvere il problema di Cauchy {

entrambe le funzioni sono continue in J =R, l'integrale generale ha come dominio J. Una
particolare primitiva di a(x) =x¢

p(x) :dex :%2

x2

) — o2 si ottiene

Moltiplicando entrambe i membri dell'ED per la funzione e”

x LS d x x

1,2 2 _— 2 2 — 2

Ve? +xye? =e = —| ye? |=e?.
dx

Integriamo membro a membro tenendo conto della condizione iniziale

2

j’iLy(t)ei]dt = jietzdt = y(x)e

, dt 1

I\J‘k,\,

2

—y(l)eE =A(x) = y(x)zei

(4(x)-2Ve),

x £

dove A(x) ¢ la funzione integrale A(x)= J.e 2dt che ovviamente vale 0 in x, =1.
1

ED a variabili separabili

Un altro tipo di ED che si integra tramite integrazioni indefinite ¢ costituito dalle equazioni a
variabili separabili. Si tratta delle ED del primo ordine del tipo

y'=Px)QO(y). (5.1)

Dal punto di vista pratico, la funzione a secondo membro, la posso considerare come il
prodotto di una funzione P dipendente solo da x ed un'altra funzione Q dipendente solo da y (in



realta anche la Q dipende da x, infatti essa & una funzione composta del tipo O(y(x)); & come se,
per la Q, si fosse fatto un cambiamento di variabile dalla x alla y con la legge y = y(x)). Supponiamo
naturalmente che P sia continua al variare di x in un certo intervallo / e che Q sia continua al variare
di y in un certo intervallo J.

Posto O(y)#01a (5.1) si puo scrivere in forma equivalente

)y, 5.1)
06y T G-h

Integrando membro a membro si ha

V) (o
J o) Jpeods.

e, operando la sostituzione y = y(x) nell’integrale a 1 membro, si ottiene

1
——dy=|P(x)dx. (5.1
I o) I
Dal punto di vista pratico, si perviene sempre alla (5.1)’°, con il seguente procedimento: si

riscrive (5.1) con la notazione di Leibniz (cio¢ si scrive y’ :d—y) e si interpreta "formalmente"
X

dy/dx come se fosse un vero "quoziente". Quindi si moltiplicano entrambe i membri per dx e si
dividono per Q(»), ottenendo cosi l'uguaglianza

b _ P(x)dx,

o(»)
i cui due membri vanno integrati il primo rispetto a y e il secondo rispetto a x, arrivando cosi ad
ottenere I’uguaglianza (5.1)"’.

Naturalmente, nel risolvere gli integrali indefiniti della (5.1)’, aggiungiamo la costante
arbitraria solo a uno dei due membri. In generale l'uguaglianza che si ottiene definisce solo
implicitamente l'integrale generale dell’ED, in quanto non sempre ¢ possibile esplicitare
l'uguaglianza trovata rispetto ad y.

Occorre osservare che nel primo passaggio si ¢ diviso tutto per Q(y), percio il procedimento ¢
lecito solo laddove la funzione Q(y) non si annulla. Supponiamo ora che Q(y) si annulli in un certo
insieme di punti nell'intervallo J: se yo € uno di questi, ¢ chiaro che la funzione costante y =y, ¢ una
particolare soluzione della (5.1), dato che la sua derivata ¢ identicamente nulla. Percio in generale
occorrera precisare che l'integrale generale va "completato” con un certo insieme (eventualmente
infinito) di funzioni costanti, ciascuna corrispondente ad uno zero di Q(y). Chiariamo tutto cio con
alcuni esempi.

ESEMPIO 1. Risolvere l'equazione differenziale ' =2x4/y>+9 .

SOLUZIONE. Procedendo come descritto sopra, abbiamo subito separando le variabili,
dy

VY +9

=2xdx,

da cui, integrando:
settsenh2 = x> +c.
Quest’ultima uguaglianza rappresenta 1’integrale generale in forma implicita. Poiché settsenh

¢ invertibile in tutto il suo dominio, troviamo facilmente l'integrale generale y=3senh(x”+c),
funzione derivabile in tutto R comunque si fissi la costante c.



In questo caso la funzione Q(y) non ha zeri reali, per cui non si hanno soluzioni costanti in
aggiunta alle funzioni dell'integrale generale.

Ricordiamo che un modo di esprimere il settsinh ¢ settsenhz = ln(t +Vt2+1 )

ESEMPIO 2. Integrare ’ED  y' =2x(y +1)(y —2)

SOLUZIONE. Le funzioni costanti y=2 e y=-1 definite su tutto R sono due soluzioni
particolari del’ED. Ora, posto y#2 e y#—1, possiamo separare le variabili ed integrare membro
a membro, trovando

dy
————=2xdx = |——=—==|2xdx.
b 2) fomit )
: o : 1 -1/3 1/3 o
Fattorizzando la funzione integranda a 1 membro si ha = + , quindi
+1y-2) y+1 -2
——I - dy J.Zxdx = —log =x’+c = logZ " Z|=3x"+c.
y+1 - 3 y+1 yv+1

Nell’ultimo passaggio, osserviamo che non c'¢ bisogno di scrivere 3¢, dato che un multiplo di una
costante reale arbitraria ¢ ancora un generico numero reale.

y=2|_
y+1

y=2
y+1

3x2+c c

2 .
=e‘-e’ . Possiamo porre

Passando all'esponenziale, scriviamo , 0 anche

e =c, (costante positiva), ma cambiando ancora nome alla costante possiamo anche scrivere
y=2
y+1

costante e continuare a chiamarla ¢, eventualmente precisando l'intervallo in cui essa puo essere
fissata. Ora, siccome l'equazione |x| = b (con b positivo fissato) ha le due soluzioni x = b e x = —b,

-2 2 . . -2 2
Y2 _4ce™ con e >0, che & come dire Z—= = ¢e** con ¢ costante non nulla.
y+1 y+1

Questa espressione fornisce 1’integrale generale in forma implicita. In questo caso siamo in grado di
esplicitare I’integrale generale. Infatti

2 . . . .
=ce’™ con ¢ > 0. In altre parole, ad ogni passaggio possiamo, all'occorrenza, cambiare la

possiamo scrivere

) ) > 2 2+ 3
y—2:yce3x R y(l—ce3x ):2+ce3x = y=1L3xz, VCGR—{O}-
—ce

Occorre fare a questo punto alcune osservazioni. In primo luogo, abbiamo gia osservato che le

funzioni costanti y = 2 ¢ y = —1 sono soluzioni particolari dell’ED ottenute non attraverso il
. T . . 2+ce”
procedimento e che quindi si devono aggiungere all’integrale generale yE=—— (con
1—ce™
ceR- {0}). Si nota che la soluzione y = 2 si puo ottenere dall'integrale generale facendo tendere la
costante ¢ (come se fosse una variabile) a 0, cosi come la soluzione y = —1 si pud ottenere
dall'integrale generale facendo tendere la costante c a £oo. Cioe
. 2+ce” . 2+ce”
lIm———=2 ¢ lim———=-1.
=0 1—C€3x ) Iy
In questo senso, le soluzioni particolari y = 2 ¢ y = —1 si dicono non singolari (si dice

singolare quella soluzione particolare che non si pud ottenere dall’integrale generale facendo
tendere la costante ¢ in modo opportuno).



Se accanto all’ED ci fosse stata una condizione iniziale, per esempio )(2) = 1, la soluzione del
corrispondente problema di Cauchy va ricercata tra 1’integrale generale, poiché le soluzioni
particolari costanti y = 2 e y = —1 non soddisfano la condizione iniziale. Conviene, in tal caso,

. T -2 2 : « s L .
utilizzare la forma implicita YL e dell’integrale generale (che ¢ piu semplice, in quanto in

y+1
essa ¢ appare una sola volta). Imponiamo a questa forma la condizione iniziale, abbiamo
1-2 .
——=ce"”, da cui c=——;
1+1 2e

3x2

e
72612 4 esz—IZ

. Sostituendo ¢ nell'integrale generale (forma esplicita), troviamo

2—

infine la soluzione y = — = — del problema.
3x 3x7-12
e 2+e
I+ ol
e
Un'altra importante osservazione riguarda il campo di esistenza della soluzione. In questo caso

abbiamo trovato una funzione definita su tutto R (dato che il denominatore 2+ ¢* 2 non si annulla

mai in R), ma ¢ chiaro che per ¢ positivo si trova una funzione che non ¢ definita in tutto R. Si
consideri infatti lo stesso problema di Cauchy, ma con la condizione iniziale y(0) = 5. Si ha allora

5-2
_:c
5+1

Essendo il punto iniziale x, =0 E(‘wfhl?zm’h%z} , I’unica soluzione del problema di Cauchy ¢
4+e definita nell’intervallo ( Jlog 1,10g j
2 e

Consideriamo ancora I’ED, senza problema di Cauchy, il cui integrale generale ¢

3x2

) . ) ) [In2

e, da cui c:%; si ha cosi la funzione y=4+%, che ¢ definita per x ==+ nT
2—e"

2+ce™ . . . . . .
= > con c# 0, a cui bisogna aggiungere le soluzioni particolari costanti y =2 e y = —1.
l1—ce™
1 6+
Prendiamo la funzione corrispondente al valore c—g, cio¢ y ——2; osserviamo che questa
. . . e log log log log
funzione ¢ definita nell’insieme | — oo, — .
r__5 2
ESEMPIO 3. Risolvere il problema di Cauchy {y -V
y(1)=0.

3

SOLUZIONE. La separazione delle variabili da by =dx, da cui % yg =x+c, cioe

o
5

y :(3)65-!- 0]3- Ma, essendo Q(y) = 0 per y = 0, si ha anche la soluzione y = 0. Ora, ponendo

. .. . . . 3x-3
nell'integrale generale la condizione y(1) = 0, troviamo ¢ = -3, da cui la soluzione y 2( xS j .

Ma anche la funzione y = 0 soddisfa la condizione iniziale, percid in questo caso il problema di
Cauchy ammette due soluzioni distinte.



Equazione di Bernoulli

Si tratta di un caso particolare di ED del primo ordine non lineare, facilmente risolubile in
quanto si riconduce, con una opportuna sostituzione, ad una ED lineare.
L'equazione di Bernoulli ha la forma

V' +a(x)y =b(x)y*, (7.1)

che ¢ simile alla ad una ED lineare, a parte il fattore y*. Anche in questo caso a(x) e b(x) sono due
funzioni continue in uno stesso intervallo J. Supponiamo che a sia un qualsiasi numero reale, ma
per evitare di ricadere in casi gia noti escludiamo i due valori particolari a =0 ed o = 1.

Per risolvere la (7.1) si dividono entrambi i membri per y“, osservando preliminarmente che
se a >0 la funzione costante y =0 ¢ una particolare soluzione della (7.1).
La (7.1) diventa

Yy +a(x)y™ =b(x). (7.1
Si considera la sostituzione di variabile v =" (si tenga sempre conto che v e y sono

1
. .4 N 1- c e T . . . . .
funzioni di x, cio¢ v(x)=y “(x)) da cui si ricava y =v'¢. Si ha, per la regola di derivazione di

una funzione composta, V' = (1 - a) v “y". Sostituendo nella (7.1)' si ottiene

V+a(x)v=b(x) = Vv+(1-a)a(x)v=(1-a)b(x)

che ¢ una ED lineare del 1 ordine non omogenea il cui integrale generale ¢ dato dalla formula

v=e " ((l — a)jb(x)ep(")dx + c) VeeR

dove p(x)=(1- a)ja(x)dx . L'integrale generale dell'ED (7.1) ¢ allora

% :{e_”(”‘)((l—a)jb(X)ep(x)dx+c)}l_la VceR.

Fissato ¢ in R si potra stabilire anche il dominio di y.

, 3 3arctanx\3/—
=——_ Y

Yyt -r=
ESEMPIO 7.1. Risolvere il problema di Cauchy 2x 2x
wr
y()= 5

SOLUZIONE. Si tratta di un'equazione di Bernoulli, con « :%, in cui si assume x >0 per

via della condizione iniziale. La funzione costante y =0 non ¢ soluzione del problema. Dividendo
1 1
entrambe i membri per y* (che equivale a moltiplicare gli stessi per y *), 'ED diventa

1 2
-5, 3 5 3arctanx

3 3
y oy Ly
2x 2x
2 3
Sipone v=y3, dacuisiricava y =v?2. Derivando i membri della prima relazione rispetto a x, si
1

ottiene V' = % y 3y'. Sostituendo nell'ultima ED si ha



3, 3 3arctan x , 1 arctan x
Vit —y="rT"2" = Vi+—v= :
2 2x 2x X X

Quest'ultima ¢ una ED lineare del 1 ordine non omogenea, quindi, posto

_ 1. : .
P =x e e "™ == il suo integrale generale & dato dalla formula

p(x)zj.%dlenx, e .

v:l arctanxdx+c;, VceR.
il |

) 1 o
Si ha Iarctanxdx = xarctan x — —ln(l + xz) , da cui si ricava

In(1+x?
v:l{xarctanx—lln(1+x2)+c}=arctanx—g+£, VceR
X 2 2x X
e quindi l'integrale generale
ln(1+x2) c 2
y=<arctanx -——=+—; , VceR.
2x X

Se dovessimo risolvere solo I'ED (e non il problema di Cauchy) allora all'integrale generale bisogna
aggiungere la soluzione particolare y =0 che, non potendosi ottenere dall'integrale generale per

nessun valore di ¢ (neanche al limite) rappresenta una soluzione singolare dell'ED.

Imponendo la condizione iniziale si ha

3 2
wlr (7[ In2 jZ 7 In2 2 In2
T: c| = +c=

definita in (0, +00) )

ln(l+x2) . 111\/5}2
x

e quindi la soluzione del problema ¢ y = {arctanx B
X

ESEMPIO 7.2. Risolvere 'equazione differenziale y'+3y = iz

y
SOLUZIONE. Si tratta di un'equazione di Bernoulli, in cui l'intervallo J coincide con R e

l'esponente a vale —2. Posto u = y'~ @ =37 siha y= Yu , da cui (ricordando che la derivata si

!

u

Wu?

!/
u 3 . X
33/u2 +3\/__ 3/u2 ’

calcola rispetto alla variabile x), y' = . Percio 'equazione data diventa:

cioe - (u'+9u—3x):0. In questo caso il fattore da eliminare per ricondurre l'equazione a
3Ru
lineare ¢ —=, che non puo annullarsi, ma se si avesse invece un fattore uP con B positivo,

Wu?

dovremmo considerare a parte anche la soluzione u = 0.



. . . . . 9 . 9
Infine, l'equazione u'+9u =3x si risolve come sopra: moltiplicando per ¢ si ha u'e”™ +

! o . L -1 . .
+9ue’ =3xe’, cioe di(uegx): 3xe’*. Si ha quindi wue® :%769)‘ +c, cio¢ (cambiando la
X
ce” +9x—1 C , Vce™ +9x—1
costante) u = Ea— Infine, si ottiene l'integrale generale y = 3 .

ESEMPIO 7.2. Risolvere il problema di Cauchy {y = x\/;
y(3)=0.
SOLUZIONE. Di nuovo J coincide con R; tuttavia si noti che una qualsiasi soluzione dell'ED
deve avere codominio contenuto in [0 , +0), altrimenti il secondo membro non avrebbe senso (cio
significa tra l'altro che non si puo dare una condizione iniziale y(a) = b con b < 0).

1 - : L :
Essendo a = > poniamo u =y ? = \/; , da cui y = u” e quindi y' = 2uu’. Pertanto l'equazione

diventa 2uu’ + u* — xu = 0, cioé u(2u’ + u — x) = 0. Qui, a differenza di quanto accadeva nel caso
precedente, si raccoglie un fattore u, per cui eliminandolo si deve tener conto della soluzione u = 0,

2
da cui y=0. La rimanente ED lineare di u=ce > +x—-2, da cui y= (ce2 +x- 2] . Percio

X

2
l'integrale generale dell'equazione proposta ¢ y = [ce2 +x— 2} , ma a parte va considerato
l'integrale singolare y = 0.
3 ? 3
Ponendo infine la condizione iniziale, troviamo 0 = (ce 2+3-2]| ,dacui ¢c=—e?, e dacio

3—x 2
otteniamo la soluzione y = (x— 2-e? j . Ma osserviamo che anche y = 0 soddisfa la condizione

iniziale, per cui in questo caso il problema di Cauchy ammette due soluzioni distinte.

Esempio 7.3) Integrare I’ED y'(2y-|—l)(x2 +2x+2)—y =0

E un ED differenziale a variabili separabili. y =0 ¢ una soluzione particolare. Il polinomio

x> +2x+2>0 VxeR . Separando le variabili si ha

2y+1d B dx

b% 4 X' +2x+2°

e integrando membro a membro si ottiene

2y+1 d 1 1
J- yy+ d)/:J‘sz);_'_z = ‘[(2+;de:‘[de = 2y+ln|y|=arctan(x2+1)+c

VceR e VxeR.L’integrale generale ¢ dato solo in forma implicita (¢ impossibile esplicitare
rispetto a y). La soluzione particolare y =0 ¢ singolare in quanto non si ottiene da quella generale

per nessun valore (anche limite di ¢).



Esempio 7.4) Integrare ’'ED ' —2xy = x)°

E un ED differenziale di Bernoulli con @ =2. y =0 ¢ una soluzione particolare. Divido i membri
per

YOy -2 =x,
e pongo v=y ', da cui, invertendo, y =v"'. Derivando entrambi i membri della v =y rispetto a x

siha v/ =—»7y’. Quindi sostituendo all’ultima ED si ottiene

—V' =2xv=x
cioe
Vi+2xv=—x,

che una ED lineare del 1 ordine non omogenea. Quindi, posto
p(x)= JZde =x?, e =, " =¢" siha

X2

v=e’x2{j—xe"2dx+c} = v=e""2{—%+c} = v=—l+Tce"x2 VceR.

. 2 . . C
L’integrale generale ¢, allora, y=——— VceR. La soluzione particolare y =0 si ottiene da

—l+ce™
quella generale per ¢ — o0 e quindi non ¢ singolare.

Il dominio dell’integrale generale dipende dalla scelta della costante c. Per esempio se c<1 i
corrispondenti integrali sono definiti su tutto R, se invece se ¢>1 i corrispondenti integrali non
sono definiti su tutto R. Se invece se ¢ =1 il corrispondente integrale ¢ definito su tutto R tranne
che in 0.

ED lineari di ordine qualsiasi

La piu generica equazione differenziale lineare di ordine # in forma normale si scrive come

Y4 a )y 4t a, (0)yra, ()Y = £(2), 8.1)

dove le funzioni a(x), ax(x), ..., a,(x), fix) sono continue in uno stesso intervallo J < R. Si osservi
che tali funzioni possono essere di tipo qualsiasi, ad esempio possono essere funzioni trascendenti.
L'aggettivo "lineare" si riferisce al fatto che il primo membro della (8.1) ¢ lineare rispetto alle y, y',
y"..., ¥, cioé che esso ¢ una combinazione lineare delle y* (k = 0, 1, ..., n) con coefficienti in
generale dipendenti da x. Se il termine noto f{x) ¢ la funzione identicamente nulla in J, 1'equazione
si dice omogenea; invece nel caso generale, rappresentato dalla (8.1), l'equazione si dice non

omogeneda.

La linearita della forma assunta dall’espressione a primo membro della (8.1) pud essere scritta in
forma compatta (sintetica) nel seguente modo

L(y)z y(") +a, (x)y(”_l) +ta, (x)y'+a,(x)y

dove con L si intende una applicazione (detta operatore differenziale lineare di ordine n) che associa

ad ogni funzione y, derivabile n volte con continuita in un opportuno intervallo J (cio¢ di classe

@ ya (x)y" " ++a, (x)y'+a,(x)y dove i

C ”(J ) ), la funzione combinazione lineare L(y)z v
coefficienti a;(x), ax(x), ..., a,(x), sono prefissate funzioni continue in J . Chiaramente la funzione

L(y) risulta continua in J (cioé di classe C°(J)). Formalmente abbiamo



L:C"(J)—>C"(J)

y B L(y)=y"

+a,(x)y" V4t a, () '+a,(x)y.
Per esempio, se n=2, a,(x)=2x e a,(x)=3, allora
L:C*(J)>C"(J)
y B L(y)=y"+2xy +3y.

Affrontiamo, dapprima, il problema della determinazione dell'integrale generale dell'ED
lineare omogenea di ordine »n in forma normale, che possiamo scrivere sinteticamente come

L( y) =0. A tale scopo si dimostra il seguente teorema detto teorema dimensionale

TEOREMA 1 (Teorema dimensionale). Data un'ED lineare omogenea di ordine n in forma
normale L(y)=0, cio¢

y(n) +a (x)y(”_l) 4+ +a, (x)y'+an (x)y = O’ (82)

dove i coefficienti a;(x), axx), ..., a,(x) sono continui in un intervallo J < R, il suo integrale
generale (cioe l'insieme ker(L) delle funzioni di classe C" (J ) che sono soluzione della (8.2)) e

uno spazio vettoriale di dimensione n.

Ovviamente si ha ker(L) cC" (J) )

Il teorema stabilisce che per determinare l'integrale generale della (8.2) (cio¢ l'insieme ker(L))
basta individuare, nell'insieme ker(L), n funzioni (soluzioni particolari della (8.2)) u,,...,u,

linearmente indipendenti, tali cio¢ da costituire una base dello spazio ker(L) . Tale base viene detta

sistema fondamentale dell'ED lineare (8.2) e ci consentira di scrivere l'integrale generale della (8.2)
come combinazione lineare delle sue funzioni, cioé

y=cu (x)+cu,(x)+...+cu,(x), Vc,....c,eR e Vxel.

Purtroppo questo teorema caratterizza l'integrale generale solo dal punto di vista strutturale,
ma non fornisce alcuna informazione utile per individuare una base dello spazio in questione. In
generale, quando l'ordine dell'ED ¢ maggiore di 1, il problema della determinazione del sistema
fondamentale della (8.2) ¢ impossibile da risolvere. Vedremo in seguito che il problema ¢ risolubile
in alcuni casi particolari, ad esempio quando i coefficienti sono costanti.

Consideriamo ora I'ED lineare non omogenea di ordine » in forma normale (8.1), che
possiamo scrivere sinteticamente come L( y) =f (x) Per determinare il suo integrale generale

utilizziamo il seguente teorema che mette in relazione l'integrale generale di una generica ED
lineare nella forma (8.1) con quello della corrispondente equazione omogenea (8.2).

TEOREMA 2 (integrale generale di un'ED lineare non omogenea in forma normale).
Data I'ED (8.1), si consideri dapprima la corrispondente ED omogenea (8.2), e si supponga di

conoscere una base u,,...,u, dello spazio delle soluzioni. Sia inoltre y(x) una soluzione

particolare dell'equazione completa (8.1). Allora l'integrale generale di tale equazione e dato dalla
formula

y=cu (x)+cu,(x)+...+c,u, (x)+y(x).

In altre parole, l'integrale dell'equazione non omogenea si ottiene sommando all'integrale
generale dell'omogenea una qualsiasi soluzione particolare dell'equazione non omogenea. Si pone
quindi il problema di determinare una tale soluzione particolare y, una volta che siano note le



funzioni u,,...,u,, problema che sara risolto nelle lezioni successive. Cio significa che l'effettiva

difficolta nella risoluzione della (8.1) consiste nel risolvere 1'equazione omogenea associata; se si
riesce a risolvere questo problema, ¢ sempre possibile (eventualmente tramite l'introduzione di
opportune funzioni integrali) risolvere la (8.1).

Vediamo cosa dice la teoria delle ED lineari per quanto riguarda il problema di Cauchy.
Fissato un punto xy in J, si consideri il sistema

Y a0y 4t a, (x)y = f(x)
y(xo) = ko
V'(xy) =k, (8.3)
y(nil) (x) =k,
dove ko, ki, ..., k,—1 sono n numeri reali fissati. Ebbene, un importante teorema afferma che il

problema (8.3) ammette sempre una soluzione, e che tale soluzione ¢ unica; inoltre essa ¢ definita in
grande, cioé in tutto l'intervallo J."

ED lineari omogenee di ordine n a coefficienti costanti

Come gia accennato sopra, questo ¢ uno dei pochi casi in cui ¢ possibile (a parte difficolta
algebriche) determinare esplicitamente n soluzioni indipendenti dell'ED lineare omogenea, e percio
scriverne l'integrale generale.

Sia data un'ED lineare omogenea a coefficienti costanti, cio€ un'equazione del tipo

y(”) + aly(”_l) et an_ly'+any =0 , (9 1)

dove ay, ay, ..., a, sono n costanti assegnate (percio ¢ ancora un'equazione del tipo (8.2), dove pero i
coefficienti sono funzioni costanti su tutto R). Per determinare una base dello spazio delle sue
soluzioni, cominciamo col vedere se essa ammette qualche soluzione del tipo y = ™. Essendo
y'=ae™, y" = a’e™, ed in generale Y = a*e™, sostituendo nella (9.1) si trova

(oc" +a0" " +ta, o+a, )ew‘ =0,
che, essendo e™ # 0, equivale all'equazione algebrica
o0 +a0" "+ +a, a+a, =0, (9.2)

che si puo scrivere P(a) = 0, se si indica con P(a) il polinomio " +aa"” ++-+a, a+a,,
ottenuto sostituendo nel primo membro della (9.1) le derivate di y con le rispettive potenze di a.
Esso viene chiamato polinomio caratteristico dell'equazione (9.1), mentre la (9.2) viene detta
equazione caratteristica dell'equazione differenziale (9.1).

Dunque la funzione ¢** ¢ soluzione della (9.1) se il numero o ¢ una delle radici dell'equazione
caratteristica (9.2); osserviamo inoltre che se a # B le due funzioni ¢™ ed ¢™ sono linearmente

indipendenti, e piu in generale se i numeri o, oy, ..., &, sono tutti distinti allora le funzioni e,

e™* ..., e*" sono linearmente indipendenti. Questo ci consente di scrivere l'integrale generale

'Se 'equazione non ¢ lineare, in generale il teorema cosi enunciato non ¢ valido. Tuttavia, si puo dimostrare che, sotto
opportune ipotesi, esiste ancora una soluzione unica al problema di Cauchy, ma che in generale ¢ una soluzione in
piccolo, cio¢ ¢ definita in un opportuno intorno di x, contenuto in /.



della (9.1) nel caso particolare in cui le radici dell'equazione (9.2) sono tutte reali e distinte: in tal
caso le n funzioni u(x)=e*", u,(x)=e*", .., u,(x)=e™" sono n soluzioni indipendenti
dell'equazione (9.1), per cui l'integrale generale della (9.1) ¢:

y=ce® +ce™t 4t e, Ve,...,c, eR e VxeR.

Ovviamente, non sempre l'equazione caratteristica avra n radici reali e distinte. In generale,
dobbiamo aspettarci che essa presenti » radici reali distinte, di cui la prima o, appare con
molteplicita A, la seconda o, appare con molteplicita A,, ..., I'ultima o, con molteplicita A,, e che
inoltre vi siano s coppie distinte di radici complesse coniugate, diciamo [3; + iy; con molteplicita p,
B2 * iy» con molteplicita o, ..., infine Bs £ 7y, con molteplicita y,. In altre parole, 1'equazione
caratteristica si puo scrivere nella forma

(00 ) (o) (oot

{02 2By 37 41 @ - 2B+ B, 1)) o - 2B+ B2+ =0,

In questo caso ¢ ancora possibile determinare n soluzioni indipendenti della (9.1), con le
regole riportate di seguito.
Vediamo dapprima il caso dell'equazione del secondo ordine, cio¢

Ay"+By'+ Cy=0. (9.3)

La tecnica funziona anche senza normalizzare I’ED, perché I’eq (9.3) e la sua normalizzata
hanno le stesse radici. In questo caso 1'equazione caratteristica assume la forma

Ao’ +Ba+C=0, 9.4)
e quindi si hanno i seguenti casi:

1) B> — 44C > 0, percid si hanno due radici o e o, reali e distinte. Le funzioni esponenziali e®* e
e™" sono due soluzioni indipendenti della (9.3), per cui l'integrale generale ¢

y=ce"" +c,e”, Ve,c,eR e VxeR.

2) B> —44C =0, percio la (9.4) ammette una sola radice reale a, di molteplicita 2. Una soluzione ¢

senz'altro e™, mentre un'altra soluzione indipendente da questa ¢ xe™ . Percio l'integrale
generale ¢

_ ox ox ox
y=ce” +c,xe” =(c, +c,x)e”, Ve,c,eR e VxeR.

3) B* — 44C < 0, percio la (9.4) ammette le due radici complesse B + yi ¢ B — yi. Essendo questi
numeri complessi distinti, si potrebbe ancora utilizzare uno schema simile a quello del primo

caso e scrivere le due soluzioni della base come e®™* e e ciog rispettivamente e e™ ed
B

e’ e™ . Tuttavia ¢ possibile evitare di scrivere esponenziali complessi, in quanto esistono due

p

funzioni reali linearmente indipendenti che soddisfano la (9.3) , cio¢ e™ cosyx ed e™senyx . In

conclusione, l'integrale generale ¢

y = c,e” cosyx + c,e”senyx = e’ (¢, cosyx + ¢,senyx), Ve,c,eC e VxeR.

Nel caso particolare che le radici siano immaginarie pure, cio¢ 3 = 0, I'espressione precedente
siriduce a y =c, cosyx +c,senyx.

ol legame tra esponenziali complessi e funzioni goniometriche ¢ dovuto al fatto che I'esponenziale nel campo
complesso si puo definire, con la formula di Eulero, proprio utilizzando le funzioni seno e coseno (e conserva le stesse

proprieta formali dell'esponenziale nel campo reale). Si pone infatti & = ¢ = ¢*(cos y + isen y).



ESEMPIO 9.1. Risolvere 1'equazione differenziale y"—5)"'+6y=0.
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o’ —50+6= 0, le cui radici sono a; =2 e o, = 3.
Percio l'integrale generale & y =c,e** +c,e’™”, V¢,c,eR e VxeR.

ESEMPIO 9.2. Risolvere 1'equazione differenziale y"+y'—2y=0.
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ > to—2= 0, le cui radici sonoa; =-2 e o, = 1.

—2x

Percio l'integrale generale ¢ y =c,e” +c,e

y” 0
ESEMPIO 9.3. Risolvere il problema di Cauchy < y(0 ) 3
y'(0)=5.

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o — 1 = 0, da cui o, =lea, =—1. Percio
l'integrale generale ¢ y=ce' +ce . Si ha y'=ce’ —c,e”, quindi imponendo le condizioni
iniziali

¢ +c,=3 c =4 .
= = y=4e -e
¢, —¢, =5

—X X —X

) e
e sinhx=

Ricordando che coshx =

, l'integrale generale si pud scrivere

anche nella forma y =c coshx+c,sinhx. Si ha )'=¢ sinhx+c,coshx, quindi imponendo le
condizioni iniziali

¢ =3 B )
= y=3coshx+5sinhx.

¢, =5
4y"—4y"+y =0
ESEMPIO 9.4. Risolvere il problema di Cauchy y(O) =1
y'(0)=-

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ 4o’ — 4o + 1 = 0, da cui a, =a, :%. Percio

X X X X

: . : . c e :
l'integrale generale ¢ y=c,e? +c,xe?. Siccome poi ¢ y’:(31+czje2 +72xe2, imponendo le

. 11 .
condizioni iniziali troviamo il sistema da cuici=1lec, = 5 In conclusione, la
x
2

=11 = 2-1lx
soluzione ¢ y = e? —?xe2 =

ESEMPIO 9.5. Risolvere I'ED y"—4y'+13y =0
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o’ — 4o + 13 = 0, per cui abbiamo le due radici

2-3i)x 2+3i)x
L

complesse o, =2-3i e a,=2+3i. Percio l'integrale generale ¢ y=ce
Ve,,c, €R e VxeR. Essa puo essere scritta anche cosi y = e** (¢, cos(3x) + ¢, sin(3x)) V¢,,c, €C

e VxeR.



Y'+4y'+7y=0
ESEMPIO 9.6. Risolvere il problema di Cauchy < »(0)=0
y'(0)=2.
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ a’ + 4o + 7 = 0, per cui abbiamo le due radici
complesse o, =-2-iV3 e a, = —2+i/3 . Percio l'integrale generale ¢ y :cle_zx cos(x\/§)+
+ cze_zxsen(x\/g) . Siccome poi ¢ )'= (czx/g - 2c1)e_2x cos(x\/g) - (clx/g +2c¢, )e_zx cos(xx/g) ,

. e . . 0=c . 2
imponendo le condizioni iniziali troviamo il sistema dacuici=0ec,=—.In
=c, J3 - 2c,,

NG

. : . 2
conclusione, la soluzione ¢ y=—e szen(x\/g ).

V3

Ora consideriamo il caso dell'ED lineare a coefficienti costanti (9.1) di ordine qualsiasi, la cui
equazione caratteristica ¢ la (9.2). Supponiamo di conoscere tutte le radici reali e complesse di tale
equazione caratteristica con le loro molteplicita, come detto sopra. Possiamo allora dare le seguenti
regole per individuare n soluzioni indipendenti della (9.1) da cui poi scriviamo esplicitamente
l'integrale generale:

e per ogni radice reale o semplice si consideri la funzione e™;
e per ogni radice reale o di molteplicitd » > 2 si considerino le » funzioni ¢, xe™, x’™, ...,

K le™

e per ogni coppia di radici complesse coniugate 3 + yi e B — yi di molteplicita 1, si considerino le

P cosyx ed e™senyx ; nel caso particolare p = 0 tali funzioni si riducono a cos yx

due funzioni e
e senyx;

e per ogni coppia di radici complesse coniugate 3 + yi e B — i di molteplicita » > 2 si considerino
le 27 funzioni

e’ cosyx, xe™ cosyx,... ,x"'e™ cosyx,
ePsenyx, xePsenyx,... ,x"'eMsenyx,
funzioni che nel caso particolare B = 0 si riducono a cosyx, XCOSYx,...,x ' cosyx e
senyx, xsenyx,...,x’ 'senyx.
y'=T7y"+6y=0
ESEMPIO 9.7. Risolvere il problema di Cauchy YO =1
y'(0)=0
y'(0)=2

SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita in J = R . L'equazione caratteristica & o’ — 7o+ 6 =0
le cui soluzioni sono ¢ =1, a,=2 e a,=-3. Quindi l'integrale generale ¢

X

y=ce' +c,e" +ce. Calcoliamo )y =ce’ +2c,e’* —3c,e™, y'=ce +4c,e’” +9ce™ e

imponiamo le condizioni iniziali impostando il sistema
c+e,te =1
¢ +2¢;-3¢;=0
¢ +4c,+9¢c, =2



la cui soluzione ¢ ¢ =1, ¢,=——, c3:%. Percio la soluzione del problema di Cauchy ¢

X 1 2x 1 —3x
=" ——eF+—¢e
y 5 5
ESEMPIO 9.8. Risolvere I'equazione differenziale yIV -2y"-12y"-14y' -5y =0.

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica in questo caso & a* — 2o’ — 12a — 140 — 5 =0, le
cui radici sono o; = o, = a3 = —1 e oy = 5. Alla radice tripla —1 corrispondono le tre funzioni

X

u =e™, u,=xe" e u, =x’e ", mentre alla radice semplice 5 corrisponde la funzione u, =e>*.

Percio l'integrale generale dell'equazione proposta ¢

_ -x -Xx 2 _—x Sx _ 2),—x S5x
y —cle +02X€ +c3x e +c4e —(Cl +02X+C3X k +C4€ .

» —y@ +8y" -8y +16y" 16y =0
y(0)=-2
ESEMPIO 9.10. Risolvere il problema di Cauchy y(0)=-1
y"(0)=0
y"(0)=1
yP(0)=2.

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o° — o + 8o’ — 8o + 16a — 16 = 0, cioé

(a0 — 1)(a + 4)* =0; si hanno quindi la radice reale 1 (semplice) e le radici complesse +2i (di
molteplicita 2). Applicando le regole enunciate sopra, troviamo l'integrale generale

=ce’ +c,cos2x+c,sen2x +c,xcos2x + c.xsen2x
1 2 3 4 5 s

che si puo anche scrivere come y =c,e” +(c, +¢,x)cos2x + (¢, + csx)sen2x.
Per imporre le condizioni iniziali, deriviamo quattro volte:
y'=ce" +(2c,+c, +2csx)cos2x+(cs —2¢, —2c,x)sen2yx;
y'=ce" +(4cs —4c, —4c,x)cos2x — (4c, +4c, +4c,x)senx;
y"=ce" — (8¢, +12¢, +8cyx)cos2x + (8¢, —12¢, + 8¢, x)sen2x;
y® =ce* +(16c, —32¢, +16¢,x)cos 2x + (16¢, +32¢, +16¢,x)sen2x .
Abbiamo quindi il sistema
-2=c +c,
—-1=c¢, +2¢c; +c,
0=c, +4cs —4c,
I=c¢ —8c; —12¢,
2=c, +16c, —32c,

la cui soluzione ¢ c, :—E, c, :—i, s :é, c, :—é, Cs =—l. Percio la soluzione del
5 5 80 8 2

problema di Cauchy ¢ y = 6 e’ — (i + Exj cos2x + (2 — lxjsen2x .
5 5 8 80 2

Ricordiamo che nel caso in cui I’equazione caratteristica o + aa+ b =0 dell’ED omogenea



y'+ay'+by=0, (5.1)
ammette due radici complesse e coniugate S +iy , una base dello spazio delle soluzioni dell’ED ¢

(B+iy)x

data dalle funzioni esponenziali complesse e e e/ cioe rispettivamente e’e™ ed

Bx _—vyix

ee
Quindi I’integrale generale della (5.1) ¢

y=e"(ce" +c,e), VYe,c,eR e VxeR.

Tuttavia ¢ possibile evitare di scrivere esponenziali complessi, effettuando un cambiamento di base
mediante la formula di Eulero €™ = cos y +sin y; in dettaglio si ha

y=e"(ce” +c,e)=e [cl (cos(;/x) + isin(;/x)) +c, (cos(;/x) —isin(yx))] =
=™ [(c1 +¢,)cos(yx)+i(c —cz)sin(}/x):l =™ [kl cos(yx)+k, sin(j/x)] )

Vk,k,€eC e VxeR. In pratica il sistema fondamentale u, =e”*¢”* e u,=e"e™" & stato

sostituito dal nuovo sistema fondamentale w;, = cos(yx) e w, =’ sin(yx).

ESEMPIO 5.1. Risolvere 1'equazione differenziale y" —64y=0.
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o’ — 64 = 0. Poiché

o’ — 64 = (a—4)( o + 4o + 16),

le soluzioni, tutte semplici, sono oy =4 € a,, =-2+ 2i7/3 . Quindi l'integrale generale &
y=cet e (Cz (;os(2\/§x)+c3 sin(Z\/gx)) , Ve,c,,c,eC e VxeR.

ESEMPIO 5.2. Risolvere 1'equazione differenziale y"—6)'+9y=0.
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o> — 6 o + 9 = 0 ed ammette una radice doppia
o = 3. Perci0 l'integrale generale ¢ y =™ +¢,xe’ =(¢, +¢,x)e™, Ve,c,eR e VxeR.

2y"+5y"—4y'-12y =0

ESEMPIO 5.3. Risolvere il problema di Cauchy y(O) =1
Y'(0)=1
y"(0)=-1.
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ 2a’ +5a° —4a—12=0. Per tentativi si verifica
che o, =-2 ¢ una sua radice. Mediante la regola di Ruffini si scompone il polinomio nel modo

seguente 20’ +5a’ —4a—12=(a+2)(2a’ +a—6) e si ricavano le altre due radici @, =-3/2 e

a, =—2.Quindi -2 ¢ una radice doppia, mentre —3/2 una radice semplice. 3. L'integrale generale

3

=X . 9
¢ y= (c1 +c2x) e +ce? , Ve,c,c,eR e VxeR. Imponiamo ora sull’integrale generale le
condizioni iniziali:

Quindi calcoliamo prima le derivate successive:
o 3
V' =(c, =2¢, - 2¢,x)e™ 4—50362 ,

" —2x 9 %x
V"'=(-2¢c,—2¢c, +4c, +4c,x)e toae



e impostiamo il sistema

¢ +e =1 ¢ =

3
7
3 3 e 4
—2c1+c2+5c3:1 = =1 = y= 7+xe +—e? , VxeR
4
7

9
4c, —4c, Jch3 =-1

y'+13y' =34y =0

y(7r/4) =0
ESEMPIO 5.4. Risolvere il problema di Cauchy § |,

v (7[/4) =1

y"(;r/4) =2

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o’ +13a¢—34=0. Per tentativi si verifica che
a, =2 ¢ una sua radice. Mediante la regola di Ruffini si scompone il polinomio nel modo seguente

a’—13a-34=(a —2)(052 +2a +17) e si ricavano le altre due radici complesse e coniugate
@,,=-1%4i. Lintegrale generale & y=(c, cos(4x)+c,sin(4x))e ™ +c,e™, Ve,c,c,€C e

Vx € R. Imponiamo ora sull’integrale generale le condizioni iniziali:
Quindi calcoliamo prima le derivate successive:

Y = (—c1 cos(4x)—c, sin(4x)—4c, sin(4x)+4c, cos (4x)) e +2ce™,
V" = (+¢, cos(4x)+c, sin (4x) +4c, sin (4x)—4c, cos (4x)+

—4¢, sin(4x)+4c, cos(4x)+16¢, cos(4x)+16¢, sin(4x))e™™ +4c e

e impostiamo il sistema

2
Cl — __eﬂ/4
_Cle—zz/4 +C3ezz/2 =0 13
- 19
(¢, —4c,)e™ +2c,e™ =1 = <¢,= _56”/4
~17c,e™* +4c,e™ =2 2
_ —7/2
c,=——e
13

= y= (—%cos(4x)—gsin(4x)] et —%ezx_z, VxeR.

y'—=6y"+12y'-8y=0
y(1)=2
y' (1) =0
y'(1)=-1
SOLUZIONE. L'equazione caratteristica & o’ —6a” +12a—8 = 0. Per tentativi si verifica che
o, =2 ¢ una sua radice. Mediante la regola di Ruffini si scompone il polinomio nel modo seguente

ESEMPIO 5.5. Risolvere il problema di Cauchy

a’ -6’ +12a—8 = (a - 2)(052 —4a+ 4) = (a - 2)3 ; quindi l'eq. caratteristica ammette una radice



tripla o, =2 . L'integrale generale ¢ y = (c1 +c,x + c3x2)e2x, Ve,c,,c; € R e VxeR. Imponiamo
ora sull’integrale generale le condizioni iniziali:

Quindi calcoliamo prima le derivate successive:

V' = (201 +2c,x+2¢,x° +c, + 2c3x) e

b

y'= (4c1 +4c,x+ 4c3x2 +2¢, +4cx+2¢, +4cx + 203) e

e impostiamo il sistema

19 ,
c=—e
(c1+cz+c3)ezz2 2
2_
(2cl+3cz+4c3)62:0 = czz—%e_2 = yzwg“,VxeR.
(4c, +8c, +14¢;) e’ = -1 7,
C3:E€

ESEMPIO 5.6. Integrare 'ED ') + 4" +14)"+ 20y +25y =0.

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ o' +4a’ +14a” +20a +25=0. Per scomporre il
polinomio a primo membro proviamo a vedere se esso risulta essere il quadrato di un trinomio, cio¢

se esiste un numero reale k tale che (a2 +ka+ 5)2 =a' +4a’ +14a” +20a + 25 . Sviluppando il

quadrato e confrontando i membri si scopre che tale numero esiste ed ¢ pari a &k =2. Il polinomio
o’ +2a+5 ammette come zeri i due numeri complessi e coniugati «,, =—1+2i. Quindi I'eq.

caratteristica ammette le due radici complesse e coniugate (entrambe di molteplicita 2)
a,, =—1%2i. L'integrale generale ¢

y=(c, cos(2x)+c,xcos(2x) + ¢;sin (2x) + ¢, xsin (2x)) e =

= ((c1 +¢,x)cos(2x)+(c, + c4x)sin(2x))e_x , Ve,,¢,,c5,c,€C e VxeR.

ESEMPIO 5.7. Integrare 'ED  »¥) +18)"+81y =0.

SOLUZIONE. L'equazione caratteristica ¢ a* +18a° +81=0. Il polinomio a primo membro
si puo scrivere nel modo seguente o +18a” +81= (az + 9)2; quindi l'eq. caratteristica ammette le
due radici complesse e coniugate (entrambe doppie) ¢, =43i. L'integrale generale ¢
¥ =¢ cos(3x)+c,xco8(3x)+cysin(3x) +c,xsin (3x) = (¢, +¢,x) cos (3x) + (¢ +¢,x)sin (3x),

Ve, ¢,,05,c,€C e VxeR.

ED lineari di ordine qualsiasi non omogenea

Ricordiamo il teorema che stabilisce il criterio per la determinazione dell’integrale generale di
una ED lineare non omogenea di ordine » in forma normale

Y +a ()Y 4+ a,  (x)y'+a,(x)y =b(x). (5.2)

TEOREMA 2 (integrale generale di un'ED lineare non omogenea in forma normale).
Data I'ED (5.2), si consideri dapprima la corrispondente ED omogenea

Y a0y 4 ta,  (0)y'+a,(x)y =0, (5-3)



e si supponga di conoscere una base u,,...,u, dello spazio delle soluzioni. Sia inoltre y(x) una

soluzione particolare dell'equazione completa (5.2). Allora l'integrale generale di tale equazione e
dato dalla formula
y=cu (x)+cu,(x)+...+c,u, (x)+y(x).

In altre parole, l'integrale dell'equazione non omogenea si ottiene sommando all'integrale
generale dell'omogenea una qualsiasi soluzione particolare dell'equazione non omogenea. Si pone
quindi il problema di determinare una tale soluzione particolare y, una volta che siano note le

funzioni u,,...,u,. Cio significa che l'effettiva difficolta nella risoluzione della (5.2) consiste nel

risolvere l'equazione omogenea associata; se si riesce a risolvere questo problema, ¢ sempre
possibile (eventualmente tramite l'introduzione di opportune funzioni integrali) risolvere la (5.2).

Criteri per determinare una soluzione particolare di una eq. diff. lineare a coeff. costanti non
omogenea in base all’espressione del termine noto b(x).

1 CASO b(x)=ke™
In tal caso si ha:

- y(x)=A4e™ se il coefficiente o non ¢ una radice dell’eq. caratteristica dell’omogenea
associata;

- Y(x)=Ax"e™ se il coefficiente o ¢ una radice di molteplicita m dell’eq. caratteristica
dell’omogenea associata.

Quindi, il problema della determinazione di y(x) = Ae™* consiste solo nel calcolare la costante A.

ESEMPIO 5.8. Integrare 'ED " +)' -2y =5¢"".
SOLUZIONE. Determiniamo prima [’integrale generale dell’omogenea associata
y"+y'—2y=0. L'equazione caratteristica ¢ o’ +a—-2=0 che ammette le due radici reali e

« e _ _ : T . . \ . X Ix
distinte &, =1 e ; =-2. Quindi l'integrale generale dell’omogenea associata¢  y, =ce" +c,e ™,
Ve,c,eR e VxeR. Determiniamo ora la soluzione particolare che, secondo il criterio, ¢ del

tipo y(x)= Ae’*. Per determinare la costante A si considerano le derivate successive di y(x)che,
assieme alla y(x) stessa, si sostituiscono nell’ED non omogenea; dovendo la y(x) essere una

soluzione particolare dell’ED non omogenea deve verificare I’identita. Si ha y'(x)=34e™ e

7"(x) =94e’* . Quindi, sostituendo, abbiamo

94> +34e =24 =5 = 104=5 = A:%.

Quindi l'integrale generale del’ED ¢y =ce” +ce ™ +%e3)c , Ve,c,eR e VxeR.

2 CASO b(x)=k x"+k, X" +-+kx+k,.
In tal caso si ha:

- y(x) =4, x""+A4, X" +-+ 4x+ A4, dove r ¢& il minimo ordine di derivata della y

m+r

nell’ED.



Quindi, il problema della determinazione di y(x) consiste solo nel calcolare 1 coefficienti
A A

A ..., A, A, del polinomio.

ESEMPIO 5.9. Integrare 'ED " +6)'+25y =2x" —5x+8.

SOLUZIONE. Determiniamo prima [’integrale generale dell’omogenea associata
y"+6y' +25y=0. L'equazione caratteristica & o’ +6a+25=0 che ammette le due radici
complesse e coniugate e distinte ¢, =-3+4i. Quindi l'integrale generale dell’omogenea associata

¢ y, = (c1 cos(4x) +c, sin(4x)) e, Ve,c,eC e VxeR. Determiniamo ora la soluzione

particolare che, secondo il criterio, & del tipo y(x)= Ax’ + Bx’ + Cx+ D (in questo caso » = 0). Per
determinare le costanti 4,B,C e D si considerano le derivate successive di y(x)che, assieme alla

y(x) stessa, si sostituiscono nel’ED non omogenea; dovendo la y(x) essere una soluzione
particolare dell’ED non omogenea deve verificare I’identitd. Si ha 7'(x)=34x"+2Bx+C e
y"(x) =6A4x+2B . Quindi, sostituendo, abbiamo
6Ax+2B+18A4x> +12Bx+6C +254x" +25Bx* +25Cx+25D = 2x° —5x+8
= 25Ax’ +(184+25B)x* +(6A4+12B+25C)x+2B+6C+25D =2x* —5x +8,

da cui, per il principio di identita dei polinomi, si ottiene il sistema

_2
25
254=2 36
184+25B=0 " 625
=
6A4+12B+25C =-5 Co_ 2993
2B+6C+25D =8 15625
187958
390625

Quindi l'integrale generale del’ED ¢, Vc¢,,c,eReVxeR,

y= (c1 cos(4x)+c, sin(4x))e‘3x —i—ix3 _36 Xt - 1223 X+ 187958 _
25 625 15625 390625

Per gli altri casi fare riferimento allo schema finale; parte 8).

Esercizi: integrare le seguenti Eq. Diff.

e '4+6y +25y=2x"—5x+8

o Y'—4y=3x+8¢"

e )'—-5y'+6y=4cos(3x)+2sin(4x)
y'—y'—42y :(2x+3)e3x
y"'=7y'+12y = (2x* +1)cos(2x) —sin(2x)

o V'-3)'+2y=2e"

y"—6y'+9y=(5x2 +x+3)e3x



Soluzione di un'ED lineare non omogenea: metodo della variazione delle costanti

A parte le difficolta di calcolo, il procedimento per determinare una soluzione particolare di
una ED lineare non omogenea in base all'espressione del termine noto, presenta due sostanziali
limiti: in primo luogo, si pud applicare solo alle ED lineari a coefficienti costanti; inoltre, esso
funziona solo se il termine noto a secondo membro dell’ED assume una delle forme particolari viste
nella tabella (o una combinazione lineare di esse).

In questo paragrafo diamo un metodo piu generale per determinare una soluzione particolare
di una ED lineare non omogenea in forma normale a coefficienti qualsiasi, nell'ipotesi che sia noto
l'integrale generale dell'equazione omogenea associata.

Premettiamo una definizione importante. Date n funzioni u;(x), ux(x), ..., uu(x), derivabili
n — 1 volte in un intervallo J, si puo definire su J la seguente funzione:

w(x)  up(x) (%)
= 0 e o)
W) w0 e w7 ()

che viene chiamata matrice wronskiana relativa alle n funzioni date. Si osservi che la matrice
wronskiana ¢ una "funzione matriciale", nel senso che ¢ una matrice quadrata di ordine » 1 cui
elementi non sono numeri ma funzioni di x (si potrebbe anche dire che #(x) associa a ciascun x € J
una certa matrice n X n).

Il determinante di W(x) (in generale dipendente da x) sara detto determinante wronskiano (o
semplicemente "wronskiano") delle » funzioni date, e sara indicato con il simbolo w(x).

In particolare, per n = 2 la matrice wronskiana assume la semplice forma

u () u, (X)]

uy(x)  uy(x)

e si ha in tal caso w(x) = det W (x) = u, (x)u’ (x) —u; (x)u, (x) .

Come abbiamo osservato, per definire W(x), e quindi w(x), basta considerare n funzioni
derivabili n — 1 volte in J, tuttavia potrebbe verificarsi che il determinante wronskiano w(x) sia
nullo in J (cioé che la matrice W(x) sia singolare comunque si scelga x in J).

Se pero le funzioni u(x), ux(x), ..., u,(x) sono n soluzioni indipendenti di un'ED lineare
omogenea a coefficienti costanti, allora un teorema ci assicura che il determinante wronskiano
w(x) non é mai nullo in J (cio¢ che la matrice /(x) ¢ non singolare comunque si scelga x in J). Cio
¢ molto importante, perché nel seguito si considereranno sistemi lineari in cui la matrice dei
coefficienti ¢ proprio W(x).

W(x)= (

Cominciamo ora ad illustrare il metodo della variazione delle costanti, considerando dapprima
per semplicita il caso n = 2. Sia allora

y'+a(x)y'+b(x)y = f(x) (7.2)
una generica ED lineare non omogenea in forma normale, con a, b, f funzioni continue in J.

Supponiamo di conoscere l'integrale generale dell'equazione omogenea y"+a(x)y'+b(x)y =0,

espresso nella forma y, = cjui(x) + couz(x); per quanto osservato sopra, il wronskiano di u(x) € uz(x)
¢ sempre diverso da zero in J.
L'idea ¢ la seguente: cerchiamo una soluzione ) dell'equazione (7.2) nella forma

Y= (0, (X)+v, (X, (x), (7.3)



dove i coefficienti vi(x) e v,(x) sono due funzioni, derivabili in J, da determinare. In altre parole, si
sostituiscono le costanti dell'integrale generale dell’omogenea con due quantita variabili al variare
di x (percio si parla di "variazione delle costanti").

Poiché y deve essere una soluzione particolare della (7.2), deve, con le sue derivate successive,

verificare I’identita. Quindi, calcolate
V' = v (0, (x) + vy (), (%) + v, (D (X) + v, () (x)
3" = V00, () 4 V300, (6) + 25 (o)) () + 2V (e)uty () + v, o) + v, (e (),
si impone la condizione
(V70018 (6) + vy (0)uty () + 29/ (o) () + 295 (0)uty () + %, () () + v, (0wt ()] +
+a(x) [ v (x)u; (x) + V3 (), (x) + v, ()] (x) + v, (X)uy () ]+ (7.3)
+b(x) [v1 (), (x) +v, (X)u, (x)] =f(x).
Quest’ultima equivale a scrivere
[0, () V2 )y () + 29 (o () + 20 ()uty ()] +
+a(x) [V (), (x) + v} (0)uy (x)] = f(x) (7.4)
perché, essendo u,(x),u,(x) soluzioni dell’ED omogenea, nella (7.3) si ha
v, (%) [ul"(x) +a(x)u)(x)+b(x)u, (x)] =0,
v, (x) [u;’ (x)+a(x)uy(x)+b(x)u, (x)] =0.
La (7.4) ¢ verificata se
{ul )V (x)+u, (x)Vy(x) =0
v ()uy (30) + V5 (0)uay () + 2] ()uf () + 20 () (x) = f(x)
In realta la prima eq. del sistema implica
(0, (x) +v3 () () + v ()2 () +v; (¥ (%) = 0,
quindi il sistema, che verifica la condizione imposta sulla y, ¢ infine
u, (X)v](x) +u, (x)vy(x) =0
{uf (V[ (0) + 15 (x)vy () = f(x)

Visto che conosciamo u; € u,, possiamo dire che (7.5) ¢ un sistema lineare nelle incognite
v/(x) e vy(x). In questo sistema la matrice dei coefficienti ¢ proprio la matrice wronskiana delle
due funzioni u; € u, il cui determinante w(x) ¢ sempre diverso da 0 in J.

Possiamo allora risolvere il sistema (7.5) applicando il metodo di Cramer: sostituendo alla

u,(x)

f(x) uy(x)
abbiamo v/(x) = —%; analogamente, sostituendo alla seconda colonna di W(x) i termini noti
w(x

(7.5)

prima colonna i termini noti troviamo il determinante , che vale —f(x)uy(x), percio

u(x) 0
uy(x)  f(x)

vi(x) e va(x) le seguenti formule:

S ()u, (x)
w(x)

abbiamo . In conclusione, possiamo dare per

= flx)ui(x), percid vj(x) =




vl(x):_J'de; v2(x):J'de

w(x) w(x)

2

dove con il simbolo di integrale indefinito indichiamo una qualsiasi primitiva nell'intervallo J.

ESEMPIO 7.1. Determinare l'integrale generale dell'ED y"—y =

e"+1
SOLUZIONE. J=R. 1l sistema fondamentale ¢ u, =e*, u,=e . L'integrale generale
X —X 1
dell'omogenea ¢ y, =ce” +c,e *. Abbiamo w(x)= ex ¢ |=eer 1‘ =—2. Possiamo quindi
_e f—

effettuare il calcolo di v; € vo:

1¢ e 1 1 . dt ..
vi(x)=— dx =— dx ; ponendo e* =t siha e'dx =dt = dx=—. Quindi
@=31 2IeXieX+1i P =T

1 1 1|¢4 B C
vi(X)=—|——=dt=—<|—dt+|—=dt+| ——=drt; doverisulta A=-1e B=C=1.Quindi
) 2-[t2(t+1) 2{-[1‘ J.tz I(t+1) } Q

—x—e " +ln(ex +1)
2

v, (x) = %{— Inlt| —% +Inft + 1|} =

II calcolo di v,(x) € piu semplice, infatti

v,(x) = —%J- efildx = —%ln(e)c +1).

—xe —1+e* ln(ex + 1)— e ln(ex + 1)
2

Risulta, allora, y= . Percio l'integrale generale ¢:

Fmce +e,e” +—xex —1+e" ln(ex +l)—e"" ln(ex +1)
| 2

Ve,c,eR e VxeR.

2 b
” ! 1
yty=-
sin x
ESEMPIO 7.2. Risolvere il problema di Cauchy < y(7/2)=1
V'(7/2)=0

SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita in J 2(0,72'), in quanto piu ampio intervallo di

s . 1 . V4 . .
continuitd della funzione f(x)=—— contenente il punto x, :5. L’equazione caratteristica
sin x

dell’omogenea ¢ @’ +a =0, che ammette due radici reali e distinte &, =0 e «, =—1. Il sistema

fondamentale ¢ u, =1, u, =e . L'integrale generale dell'omogenea ¢ y, =c, +c, e *. Il wronskiano

1 1
e w(x)= B =—e . Possiamo quindi effettuare il calcolo di v, e v,:
0 -1




1 1 X
v, (x) = dx=|-dt=Int=In| tan— |;
() -[ sin x -[ t { 2)
vz(x)z—_[ ? dx.
sin x
Il secondo integrale non ¢ elementarmente esprimibile, percid introduciamo la funzione
X t
E(x)= I 'e tdt’ grazie alla quale possiamo scegliere come v,(x) la funzione —E(x). Troviamo
sin

/2

cosi y= hl(tangj —e “E(x). Percio l'integrale generale &:

. x
y=c +e (c2 —E(x))+ ln(tanEj .

X

Smx

——c, + E(x)j+,— , quindi imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema
sin x

Siha)/:e”[— ¢

a

l=c +ce ? ¢ =1
1 2” . 1 )

— (o 2
0=-c,e

Percio la soluzione del problema &: y =1—e™* E(x)+1In tan%j , Vxed =(0,7).

2x

" ! e
y'=2y'+y=—
X

ESEMPIO 7.3. Risolvere il problema di Cauchy y(l) =6
y'(1)=-1

SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita in J =(0,+oo). L’equazione caratteristica
del’omogenea ¢ @’ —2a+1=0, che ammette una radice reale doppia a,=1. 1l sistema

fondamentale ¢ u, =e*, u,=xe’. L'integrale generale dell'omogenea ¢ y, =(cl+czx)ex. Il

. \ ex xex 2x 1 X 2x 1 X 2x . . : :
wronskiano ¢ w(x) = = = =e"". Possiamo quindi effettuare il
e" (x+1)e’ 1 (x+1) 0 1
calcolo di v; e vy:
0 xe*
2x
(x + 1) e o
vl(x):j X o dx:—j?dx,
et 0




- e’ . o o . )
L'integrale J-—dx non ¢ elementarmente esprimibile, percio introduciamo la funzione
X

X
E(x)= J-ert, grazie alla quale possiamo scegliere come v,(x) la funzione —E(x) e come v,(x) la
1

funzione E(x) ~% Troviamo cosi y=—e"E(x)+xe" (E (x) —e—J . Percio l'integrale generale ¢:
X X
y=e" [cl +c,x + (x— l)E(x) - ex] .

Si ha y'=e¢€" (cl +e,x+(x—1DE(x)—e" +c, + E(x)+(x— l)e— - exj , quindi imponendo le
X

condizioni iniziali si ottiene il sistema

—

6

2 ¢ tc,=—+e G =—
e

= =

{6=ecl+ecz—e e
_ 2 1 2 '
1= - e =7
I=ec, +2ec, —2e ¢ +2¢, =2e—~ ¢, =
e e

2 _—
Percio la soluzione del problema ¢: y=e" (2 _e T
e e

x+(x—1)E(x)—e"j, VxeJ=(0,+).

ESEMPIO 7.4. Risolvere il problema di Cauchy < y(3)=0

SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita in J = R. L’equazione caratteristica dell’omogenea ¢
a’ —5a+4=0, che ammette due radici reali e distinte &, =1 ¢ @, =4. Il sistema fondamentale &

X

u =e*, u,=e". L'integrale generale dell'omogenea ¢ y, =ce"+c,e’. Il wronskiano ¢

X 4x 1
w(x) = ex 46 o= | ‘: 3¢’ . Possiamo quindi effettuare il calcolo di v; e vy:
e’ de
0 e
4x
e
x +16 dx =

1 1 e
= — _ —d .
) 3I e 3j\/x2+16 "

e’ 0

e4x
e
1 x*+16
NERRY T

1 1 4 1 1 X
dx == [———dx =" [———dx="settsinh| = |.
e 3'f\/x2+16 3I /(sz 3 (4j
— | +1
4



3x
. e . o . . .
L'integrale .[ fdx non ¢ elementarmente esprimibile, percio introduciamo la funzione
x"+16

X 3t
E(x)= I e—dt, grazie alla quale possiamo scegliere come v,(x) la funzione _E(x).
TV +16 3

Troviamo cosi y :%(e“sett sinh (ij —exE(x)j . Percio l'integrale generale é¢:
X 4x 1 4x : X X
y=ce +ce +§ e“settsinh 2 —-e'E(x) |.

Si ha ) =ce"+4c,e™ +%(4e4xsettsinh %j—exE(x)j, quindi imponendo le condizioni iniziali si

ottiene 1l sistema

0=ce’ +c,e” + L oPgettsinh > ¢ +e,e’ = L osettsinh >
3 4 N
3 n 4 5 .. 3 9 5 4 .. 3
2=ce +4c,e +§e sett smhz ¢, +4c,e =2 ——e settsinh—
2e” 2¢”
Cl = 3 Cl = —
| 3N | 3 perché settsinht = ln(t+\/t2 +1) :
c, = —(26_12 —sett sinh—j c, = —(26_12 —In 2)
3 4 3

Percid la soluzione del problema ¢&: y= —% e +%(2e"12 ~In 2) e +% (e“sett sinh (%) —e'E (x)j ,

VxeJ=R.

X

ESEMPIO 7.5. Integrare 'ED " —3y"+12)'—10y = con xeJ = (_ i ”j ,

cos’ (3x) 66
SOLUZIONE. L’equazione caratteristica dell’omogenea associata €

o’ -3a’ +12a-10= (a - 1)(0{2 -2a+ 10) =0, che ammette una radice reale semplice ¢, =1 e due
complesse ¢ coniugate a,,=1%3i. Il sistema fondamentale ¢ u, =e*, u,=e"cos(3x),
u, =¢"sin(3x). L'integrale generale dell'omogenea & y, =e"(c, +c,cos(3x)+c;sin(3x)). I
wronskiano ¢

X

e e* cos(3x) e" sin(3x)

w(x)=|e"  e*(cos(3x)-3sin(3x)) e (sin(3x)+3cos(3x))|=
e’ e (—8005(3x)—6sin(3x)) e* (6cos(3x)—85in(3x))

1 cos(3x) sin (3x)

=™l cos(3x)-3sin(3x)  sin(3x)+3cos(3x) |=
1 —8cos(3x)—6sin(3x) 6cos(3x)—8sin(3x)



1 cos(3x)
0 3sin(3x)

3sin(3x)

9cos(3x)+6sin(3x) —6cos(3x)+9sin(3x)

sin (3x)

—3cos(3x) =
0 9cos(3x)+6sin(3x) —6cos(3x)+9sin(3x)

—3cos(3x)

=27¢"" (sin’ (3x)+cos’ (3x)) = 27¢".

Possiamo quindi effettuare il calcolo di v; v, e vs:

=27¢™"

sin(3x) —cos(3x)
cos(3x) +sin(3x)

9¢* e* cos(3x) e sin (3x)
1 ¢ cos’(3x)|e" (cos(3x)—3sin(3x)) e’ (sin(3x)+3cos(3x))
vl (x) = A 3x =
27
cos(3x) sin(3x)
:J. —sin(3x)2 cos(3x) dsz. 21 e tan(3x);
cos” (3x) cos” (3x) 3
09" e e sin (3x)
1 . cos’(3x)le" e (sin(3x)+3cos(3x))
v, (x)=— - dx =
27 e
1 sin(3x) (3xj
1+tan| —
0 3 3
:_"lj____ggig;zlakzz—j ! dx=——1In ——————él_ 5
37 cos®(3x) cos(3x) l—tan(xj
2
9¢* e e* cos(3x)
1 cos’(3x)le" ex(cos(3x)—35in(3x))
vy (x) = 2_ 3 =
7 e
1 cos(3x)
=—I 0 —3sin(3x) dxz—j sin (3x) o :_J- (cos(3 )) o _
cos” (3x) cos” (3x) cos’ (3x) 3cos 3x)°
. 1+tan
Troviamo cosi 7 = & 2tan(3x)+In| —————< |cos(3x)
3 1- tan

ESEMPIO 7.6. Integrare I'ED y" + y =

COS X

nell'intervallo J = (

5

l\)l?—l
N|?—l




SOLUZIONE. L'integrale generale dell'omogenea ¢ ¢ cosx+c,senx, cosicché si trova

COS X senx

immediatamente w(x) = =1. Possiamo quindi effettuare il calcolo di v; e v;:

—senx Ccosx
1
v, (x) = —jsenx dx =logcosx;
cosx
v,(x) = Jcosx dx = x;
cosx

da cui risulta y =cosx-logcosx+xsenx. Percio l'integrale generale ¢:

Y =c,cosx+c,senx+cosxlogcosx+ xsenx = (¢, +logcosx)cosx+(c, +x)senx.

2x

Y3y 42y =1
X
ESEMPIO 7.7. Risolvere il problema di Cauchy 1 y(1) =1

y'()=2.
SOLUZIONE. Visto il campo di esistenza di f(x) e le condizioni iniziali, ¢ chiaro che sara
X 2x
J = (0 , +o). L'integrale generale dell'omogenea & c,e* +c,e**, percid w(x) = i 28 . =e™
e e

Abbiamo allora:

2x

e2x

Y (_X,') = —J- 3xx dx = _J-idx’
e X
N e2x
e . 1
Vz(x)zj JE dx:j;dleogx.

Il primo integrale non ¢ elementarmente esprimibile, percid introduciamo la funzione
X ot
e . . . . . .
E(x)= .[ —dt, grazie alla quale possiamo scegliere come v, (x) la funzione —£(x). Troviamo cosi
t
1

¥ =—E(x)e" +e* logx, da cui l'integrale generale y = c,e” + c,e™* — E(x)e* +e** logx .
Il calcolo di y' da y'=ce” +2c,e” — E(x)e" +2e”* logx, cosicché l'applicazione delle
l=ce+c,e’ 1

condizioni iniziali porta al sistema la cui soluzione ¢ ¢, =0, ¢,=— . In
2=ce+2c,e’, e
conclusione, la soluzione del problema di Cauchy ¢ y = e** — E(x)e" + e’ logx.

14

Yy t+y=

sin x
ESEMPIO 7.8. Risolvere il problema di Cauchy < y(7/2)=1
V'(7/2)=0




SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita in J :(0,72'). L’equazione caratteristica
dell’omogenea ¢ a’+1=0, che ammette due radici complesse e coniugate a,, =%i. Il sistema

fondamentale ¢ u, =cosx, u, =sinx. L'integrale generale dell'omogenea ¢ y, =c cosx+c,sinx.

COS X senx

Si trova immediatamente w(x) = =1. Possiamo quindi effettuare il calcolo di

—senx CcosXx
Vi € V!
0 senx
vl(x)zj 1 dxz—jdx:—x;
—— COSX
sin x
COS X 0
CoSX .
vz(x)z.[ ) 1 dxz.[ - dlen(smx);
sinx — sin x
sin x

da cui risulta y =—xcosx+ senxlog(sin x) . Percio l'integrale generale ¢:
Y =¢, €S X+, senx —xcos x +senxlog(sinx).

Si ha y'=—¢ sinx+c,cosx+xsinx+cosxIn(sinx), quindi imponendo le condizioni iniziali si
ottiene il sistema
l=c, =1
r =

T
0=—c, +— C,=—
2 )

Percio la soluzione del problema ¢: y =cosx +%senx — XCOS X+ senxlog(sin x) , VxeJ = (0,7[) .

ESEMPIO 7.9. Determinare l'integrale generale dell'ED )" -4y’ +13y = xe’* cos3x.

SOLUZIONE. Questo ¢ un caso in cui il metodo dei coefficienti indeterminati ¢ teoricamente
applicabile, ma con calcoli molto lunghi. Infatti [l'integrale generale dell'omogenea ¢

c,e™ cos3x+c,e’"sen3x. Siccome poi i numeri 2+ 3i sono radici semplici dell'equazione
caratteristica, bisognerebbe cercare una soluzione particolare del tipo

y=e (Ax2 + Bx)cos3x + (sz + Dx)sen3x] .
Per evitare calcoli eccessivamente lunghi, possiamo applicare il metodo della variazione delle

e** cos3x e*sen3x
costanti. Abbiamo infatti w(x) = =3¢*" . Allora:

e**(2cos3x —3sen3x) e**(2sen3x + 3cos3x)

e*sen3x - xe** cos3x

3e4x

v(x)= _.[

dx = —l j xsen3x cos 3xdx ;
3

e cos3x - xe** cos3x
3e4x

vz(x)z.[ dxz%jxcos%xdx;



. . : . : 1 :
Il primo integrale si calcola facilmente scrivendo sen3xcos3x=Esen6x; integrando per

.. X 1 ) .. 1+ cos6x )
parti, si trova v, (x) = —cos6x — 2—1656n6x . Per il secondo, scriviamo cos®3x = — da cui,

36

2

. ) . X X 1 .
integrando ancora per parti, troviamo v, (x) = 5 + gsen&c + e cos 6x . Percio:

_ X 1 x*  x 1
¥ =e”* cos3x| — cos6x ———sen6x |+ e sen3x| — + —senbx + ——cos 6x |=
36 216 12 36 216
2
ol X X 1 X 1
=e”"| —sen3x +—cos 6xcos3x ———senbxcos 3x + —senbxsen3x + —— cosbdxsen3x |.
12 36 216 36 216

Il risultato pud essere lasciato in questa forma, ma si pud anche notare che
cosb6xcos3x +senbxsen3x ¢ uguale a cos(bx — 3x) = cos 3x, e che sen6xcos3x —cosbxsen3x ¢

36
osserviamo ulteriormente che ¢ inutile inserire nella soluzione particolare funzioni che gia fanno

o . ? 1
sen(6x — 3x) =sen 3x. Percid si pud scrivere ¥ =e>* ﬁ—z sen3x + —— cos 3x —2—1656n3x . Ma

2
parte dell'integrale generale. In altre parole, si pud anche scegliere y = " ﬁ—zsen3x +%cos 3x},

2
per cui l'integrale generale & y = e {cl cos3x +c,sen3x + T—zsen3x + 3_x6 oS 3x} .

Concludiamo questo paragrafo osservando che il metodo della variazione delle costanti si puo
estendere alle ED lineari di ordine » > 3. Il procedimento ¢ il seguente: in primo luogo occorre
scrivere la matrice wronskiana e calcolarne il determinante w(x). Si scrive quindi la matrice inversa
W' (x), utilizzando la nota regola per la quale si sostituisce a ciascun termine il suo complemento
algebrico, si dividono 1 termini per il determinante, infine si traspone la matrice cosi trovata. In
realta, nel nostro caso non serve calcolare l'intera matrice inversa, perché alla fine occorre
conoscerne solo una colonna: precisamente, si calcoleranno esplicitamente solo i complementi
algebrici dell'ultima riga di W(x), sottintendendo gli altri, col risultato che alla fine si saranno
calcolati esplicitamente solo gli elementi dell'ultima colonna di W'(x). Dette zi(x), za(x), ..., zu(x)

queste funzioni, potremo calcolare v,(x) (i =1, 2, ..., n) con la formula v,(x) = jzi (x) f(x)dx.

X

ESEMPIO 7.10. Determinare l'integrale generale dell'ED y" -3y" +3)'—y=— .
X"+
SOLUZIONE. L'integrale generale dell'omogenea ¢ c,e* +c,xe" +c,x’e*. La matrice

e’ xe* x’e
wronskiana ¢ W(x)=|e' (x+1)e” (x> +2x)e* |, e da qui si ha facilmente
e’ (x+2)e" (x> +4x+2)e"
I x x’
wx) =e-e-e- [l x+1  x*+2x |=2¢. Ora determiniamo la matrice inversa, calcolando
1 x+2 x> +4x+2

pero esplicitamente solo i complementi algebrici dei termini dell'ultima riga:



T R
5
w(x)= ! R
2|, 2 2 1
xe”t —2xet e Ee—x

Abbiamo allora:

X

vl(x)zjx—zze_x- 26 dxz%j x”

x°+1 x> +1

dx = %(x —arctgx) ;

X

v (x) = J-—xeﬂ‘ . Ze

X 1 2
dx =— dx =—-—lo +1);
PN Ll Peae T LG

dx 1
vy (x dx =— = —arctgx,
()= j2 x*+1 2Ix2+1 1

da cui la soluzione particolare y= %(x —arctgx)e” —%log(x2 +)xe* +%arctgx x%et =

X

= %(x +(x* = Darctgx — xlog(x* + l)). Ma anche qui notiamo che il termine Y e inutile, in
quanto gia facente parte dell'integrale generale dell'omogenea. Abbiamo allora:

2

y= e’{c1 XX’ + ¥ 1 arctgx —glog(x2 + I)J .

3x
ESEMPIO 7.11. Determinare l'integrale generale dell'ED y" —y"-6y' = 32(36 .
e+
SOLUZIONE. L’equazione caratteristica dell’omogenea associata €
a’—a’—6a=a(a+2)(a-3)=0, che ammette tre radici reali semplici &, =0, &, =2 e a; =3
. 11 sistema fondamentale ¢ u, =1, u,=e”", u,=e"

, . L'integrale generale dell'omogenea ¢
y, =c, +c,e " +c,e’” . Lintegrale particolare ha la forma y =v, +v,e " +v,e’™*
1 e—Zx e3x

La matrice wronskiana ¢ W (x)=|0 —2e™ 3¢’ |, e da qui si ha facilmente w(x) = &*- ¢"-

0 4e™ 9¢*
-1 1
e - w(x)=6e" 3‘ =-30¢".
Abbiamo allora:
3063)( e—2x e3x
m _2 —2x 3 3x 3x 1 1 3x

vl(x)——L ¢ ¢ lav=- 2e x:—J- 2e dx =,

30 e e +41-2 3 e +4

(si pone e =t:>e"dx=dt:>tdx:dt:>dx:%)

3

_—I ——I dt = —SJ-( jdt:—5t+10arctan(£j:—Sex+10arctan € .
' +4t £ +4 t*+4 2 2




306 |1 €
1 e +4|0 3¢&* S 11 5x
v,(x)=— dx = dx=3 dx =
(%) 30 e’ je“+40 3 Ie“+4

(stessa sostituzione di prima)

£ dt
:3J-t2+47:3~[

=3J-(t2—4+ 216 jdtztS—12t+24arctan(£j:e3x—12ex+24arctan € .
t“+4 2 2

4 2
dt = (divido 1 polinomi) =3 I (t _ & jdt =
£ +4 1> +4

30 |1 e
1 e +4|0 —2e7* 111 1
Vi (x)=—— dx =— dx=2 dx =
:(%) 30 e’ Ie2>‘+40 ) Ie“+4

(stessa sostituzione di prima. In questo caso, si pud porre anche e** =¢ )

:ij 147:__1(

La soluzione particolare ¢

7 =—5¢ +10arctan| < |+| ** —12¢" +24arctan| & | |e* +(—lln(e2x +4)+lxj e
2 2 4 2

Abbiamo allora: y=y +y.

j = :—iln(f2 +4)+%ln|t| :—%ln(ebc +4)+%x.

ey — 2\/XTy' =0
ESEMPIO 7.12. Risolvere il problema di Cauchy y(l) =-1
y(1)=1
SOLUZIONE. Nell’ED del 2 ordine manca il termine y; quindi essa puo essere ridotta ad una
ED del 1 ordine con la sostituzione v=y)" (da cui segue v =)"). Quindi I’ED diventa
e'v'—23/x*v =0, con la condizione iniziale sulla v: v(1)=y'(1)=1. L’ED ¢ a variabili separabili;

infatti, dopo aver osservato che la funzione v =0 non ¢ una soluzione del problema in quanto non
soddisfa la condizione iniziale, essa si puo scrivere

dv |x
——=""dx.
2 e

Quello che si puo stabilire a priori sulla soluzione v del problema ¢ che essa potrebbe essere
definita su tutto R ed ¢ positiva (cio¢ il suo grafico sta tutto sopra I’asse x e passa per il punto di

coordinate (1,1) ). Ricordiamo inoltre che v=y", quindi, in realta, possiamo stabilire che la vera

soluzione y potrebbe essere definita su tutto R e sara strettamente crescente. Integrando si ha

4
dx+c. (7.6)

Ea

Calcoliamo 1 due integrali (trascurando la costante arbitraria finale perché gia considerata
nella formula (7.6)):



j%:ﬁ;

jte"tdt+c sex>0

I @ dx = j|x| e“dx={" (nel nostro caso, come detto sopra, prendo ¢ = 0).
e

X

J-—te*’dt+c sex<0
0

(Qui si ¢ usata la 2 tecnica dell'esercizio 7.1).
Si ha:

X - -
Oz—xex—e T+1.

se x>0, ]ite"’dt :—jitd(e"t) =—te”’
0 0

X
* -t 3. _ —x —t
e dt=—xe " —e
0

Basta calcolare un solo integrale definito perché I’altro ¢ 1’esatto opposto. Quindi

X —e_x(x+1)+l sex=>0
I—xdx: .
e e*(x+1)-1 sex<O0

Allora abbiamo

s {—e‘x(x+1)+l+c sex>0
vy =

e*(x+1)=l+c  sex<0

Dalla condizione iniziale sulla v: v(l) =1 si ha 1=-2e"'+1+c=c=2e" (ovviamente si

deve considerare 1’espressione per x >0, perché 1 > 0). Quindi

B i = y=v=
e (x+1)-1+2¢" sex <0 (e‘)‘(x+1)—1+2e‘1)2 se x<0

b

s {—e)‘(x+l)+l+2e1 se x>0 (—cz’)‘(x+1)+1+2e’1)2 sex>0
V=

j(—e‘x(x+1)+l+2e‘l)2+c se x>0
quindi y = Z (ho usato ancora la stessa tecnica).
J-(e”‘(x+1)—1+2e*1)2+c sex<0

0

Se x>0;
I(—e_t(t+l)+l+26_l)2 dt:jie‘z’(tﬂ)2 a’t+(1+2e‘l)2 Idt—2(1+2e“)je"(t+l)dt =
0 0 0 0
:_% (t+1)2d(e_Zt)+(1+2e_l)2x+2(1+2e_1)j£(t+l)d(e_t)=
0

|
{(r +1) e 0 —2j|£(t+ 1)e-2fdt} +(1+2¢7) x+2(1 +2e_l){(t +1)e| _Ie—tdt}:

0 0



X
0
X

- :—J.eztdt}+(l+2e1)2x+2(1+2e1){(x+1)e"—1+e"—1}=

0

:}+(l+2e_l)2x+2(l+2e'l){(x+2)e_x -2} =
(x+1)2 e " —1+(x+1)e’2x —l+—e™ —%}+(1+Zel)2x+2(1+261){(x+2)ex —2} =

=_% (xz+3x+§je“2x—%}wt(l+2e_1)2x+2(1+2e_1){(x+2)e_x—2}:

|
|
{(x+1)2 e —1+(x+1)e™ _1+%e_2[
{
{
(

x? +3x+%)e2" +%+(1+2e1)2x+2(1+2e1)(x+2)ex —4(1+2€’1).

I(ef(z+1)—1+2e1)2dzzfe2’(t+1)2 dz+(—1+2e1)2fdt—2(1—2e1)Ie’(t+1)dt =
0 0 0

0
:—%{(xz +3x+§je“ —§}+(—1+Zel)2x+2(1—261){(x+2)e" —2}:

- —%(xz +3x+%)e_2x +§+(—1+2e'1)2x+2(1—26_1)(x+2)e_x —4(1-2¢").
Si ottiene

—%(xz +3x+%)e“+%+(l+2€1)2x+2(1+2e1)(x+2)e" —4(1+26’1)+c sex>0

—%(xz +3x+%)ez"+§+(—l+261)2x+2(1—2e1)(x+2)e" —4(1—2e’1)+c sex<0'

Dalla condizione iniziale y (1) = —I calcoliamo la costante c:

-1 =—%(1+3+%)e_2 +§+(1+2e'1)2 +2(1+2¢1)(3)e —4(1+2¢ ) +c

-1 2—%6_2 +§+1—i—4e"l +4e” +6e” +12¢7 —4-8e ' +c = c=%—?e"z —2e™".

Equazione di Eulero

Si ¢ gia osservato che per un'ED lineare omogenea (anche in forma normale) a coefficienti
variabili non ¢ noto alcun metodo generale per trovarne n soluzioni indipendenti e quindi per
scriverne l'integrale generale. Tuttavia esistono alcuni casi particolari in cui questo ¢ possibile; uno
di questi si ha con l'equazione di Eulero.



Essa nel caso omogeneo appare nella forma normale

P 4 4 y<n—l)+L2y<n72>+...+ Aot V' + Ly y=0, (8.1)

ax+b (ax+Db) (ax+b)rk1 (ax+b)n

dove a e b sono costanti reali (in particolare a #0). La (8.1) va risolta nell'intervallo (—Q,Jrooj
a

oppure (—oo,——,j. Vediamo il metodo di risoluzione nel caso particolare n = 3 (nel caso n = 2 si
a

procede in modo analogo). In questo caso L’ED ¢

a a a
" + 1 " + 2 4 + 3 = O . 8.2
Y ax+by (ax+b)2y (ax+b)3y ¢

L’idea ¢ quella di operare un cambiamento di variabile per ridurre la (8.2) ad un ED lineare a

coefficienti costanti. Si pone allora ¢=In (ax + b) , nel caso x>-——, altrimenti si pone
a

b ) b . .
t=ln(—ax—b), nel caso x <——. Supponiamo x>——; come conseguenza al cambiamento di
a a

variabile, la funzione incognita y pud essere interpretata come una funzione composta del tipo
y(x)=Y [(p(x)] , dove ¢ = (p(x) = ln(ax + b) . Quindi, dal teorema della derivabilita di una funzione
composta, si ha
drdp_d¥_a
dt dx dt ax+b’
n(x)_i(ﬂd_w)_ sz(d_wjz LY dp &Y & dv &
dx\ dt dx ) dt* \ dx dt dx* df (ax+b)2 dt (ax+b)2’
2 2 2 3 3 2 2 2 2 3
y"’(x):i d{(@j +d_Yd(20 :dSY(@j +2d§@d?+d§d_¢d?+d_)/d?:
dx\ dt” \ dx dt dx dr’ \ dx dt” dx dx~ dt° dx dx* dt dx
ay a ay o day a
= 3 3 _3 2 3 +2_—3 *
dt (ax+b) dt (ax+b) dt (ax+b)

V'(x)=

Sostituendo nella (8.2) si ottiene

(aﬁY a’ _3d2Y a’ ay o J+ a, (sz a’ _day a’
)

+2— —
dar’ (ax+b)3 ar’ (ax+b)3 dt (ax+b) ax+b) ar’ (ax—i—b)2 dt (ax—i—b)2

& ar_a +—5  _y=o0
(ax+b)2 dt (ax+b) (ax+b)3

cio¢, moltiplicando entrambe i membri per (ax + b)3 ,

d’y d’y dy
3 2 3 3 2 _
a F+(ala —3a ) i +(2a —a,a +a2a)z+a3Y—0.

Quindi la (8.2) si ¢ trasformata in una ED lineare a coefficienti costanti la cui 1’equazione
caratteristica ¢

aa’ + (ala2 - 3a3)a2 + (2a3 —aa’+ aza)a +a,=0.



Allora si possono avere i seguenti casi:
1) L’equazione caratteristica ammette 3 radici reali e distinte ¢, a, «; e quindi la soluzione

generale &  y=ce™ +c,e” +ce™. Ma t=In(ax+b) e quindi si ha

a3
b

y=c (ax+b)" +c,(ax+b)” +c;,(ax+b)

2) L’equazione caratteristica ammette una radice reale semplice ¢, e una radice reale doppia
a, e quindi la soluzione generale ¢ y = c,e™ +c,e™ +cte™ . Ma t=In(ax+b) e quindi si

ha y=c (ax+b)" +c,(ax+b)" +¢;(ax+b)* In(ax+b);

3) L’equazione caratteristica ammette una radice reale tripla ¢, e quindi la soluzione generale

e y=ce +ote™ +e e . Ma  t=In(ax+b) e quindi si  ha
y=c (ax+b)" +c,(ax+b)" In(ax+b)+c,(ax+b)" (1n(ax+b))2 ;

4) L’equazione caratteristica ammette una radice reale semplice ¢, e due radici complesse €

coniugate semplici a,tif3, e quindi la soluzione generale e
y=ce” +e* (c,cos(Bt)+c sin(,b’t)). Ma t=In(ax+b) e quindi si ha
y=c (ax+b)" +(ax+b)" (02 cos( B, In(ax+b))+c;sin( B, In(ax + b))) :

Nella pratica, non ¢ necessario scrivere esplicitamente I'ED a coefficienti costanti che si
ottiene effettuando la sostituzione suddetta; piu semplicemente, si pone y = (ax+b)a, si deriva n

volte e si sostituisce direttamente nella (8.1), ottenendo cosi un'equazione di grado » nell'incognita
a. Tale equazione si pud benissimo considerare come l'equazione caratteristica della data equazione
di Eulero, ma a differenza di quanto accade per le ED a coefficienti costanti, in generale i
coefficienti sono diversi da quelli dell'equazione data. Una volta trovate le radici, si ottengono
immediatamente le funzioni della base, secondo lo schema detto sopra.

Nel caso che occorra risolvere la (8.1) nell'intervallo (—oo,—é,j, vale un discorso analogo a
a

quello appena detto, con la differenza che ax+ 5 va sostituita con —(ax + b) .

ESEMPIO 8.1. Determinare 1'integrale generale dell'ED y” 3 V' +§2 y =0 nell'intervallo J =(0,+).
X X

SOLUZIONE. In questo caso a=1 ¢ b=0. Posto y = x*, abbiamo y' = ox” ' ¢ " = oo — 1)x* %
percio, sostituendo nell'equazione data, si trova

a— 5 a— 8 o
ala-Dx“? —=ax*" +—=x" =0,
x X

cioé o’ — 6 o + 8 =0, da cui le due radici o, = 2 ed o, = 4; si ha quindi l'integrale generale

_ 2 4
y=cx +c,x .

ESEMPIO 8.2. Determinare l'integrale generale dell'ED )" +Z V' +% y =0 nell'intervallo J = (0,+0).
X X
SOLUZIONE. Posto y = x% abbiamo y’ = ax*' e y" = oo — 1)x*%; percio, sostituendo
nell'equazione data, si trova



ala—1)x"" + L gyt +2xa =0,

cioé o’ + 6 o+ 9 =0, da cui la radice doppia o = — 3; si ha quindi l'integrale generale

¢ ¢
y=—+—3Inx.
XX

ESEMPIO 8.2. Determinare l'integrale generale dell'ED )" +Z V' +% y =0 nell'intervallo J = (0,+0).
X X

SOLUZIONE. Posto y = x% abbiamo y’ = ax*' e y" = oo — 1)x*%; percio, sostituendo
nell'equazione data, si trova

ala—1)x"" +%ax‘“ +%x”‘ =0,

X
cioé o’ + 6 a.+ 9 =0, da cui la radice doppia o, = — 3; si ha quindi l'integrale generale

G .6

=—+—=Inx.
y x3 x3
" ’ 13
-—y'+—y=0
X

ESEMPIO 8.3. Risolvere il problema di Cauchy < y(1)=6

SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita nell'intervallo J = (0,+oo) . Posto y = x*, abbiamo y' =

ax* e y"=a(a — Dx*2; percio, sostituendo nell'equazione data, si trova
w2 3 4 13,
ala-Dx*? —=ax* "'+ x" =0,
X

cioé a® — 4 o + 13 = 0, da cui le radici complesse e coniugate a,, =2%3i; si ha quindi l'integrale
generale
y=cx’cos(3Inx)+c,x’sin(3Inx).

Derivando si ha y' =2¢xcos(31Inx) -3¢ xsin(3Inx)+2c,xsin(31Inx)+3c,xcos(3Inx).

Imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema

6= ¢, =6
= 17 -
—5=2¢ +3c, C, =—3

La soluzione del problema & y = 6x” cos(31nx) —%xz sin(3Inx).

ESEMPIO 8.4. Risolvere il problema di Cauchy < y(2) =




SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita nell'intervallo J = (0, +oo) . Determiniamo la soluzione
generale dell’omogenea associata. Posto y = x%, abbiamo y’ = ax® ' e y” = a(a — 1)x*?; percio,
sostituendo nell'equazione data, si trova

ala—1)x*" —%x“ =0,
x

cioé o — o — 2 = 0, da cui le radici reali e distinte @, =—1 ¢ @, =2; si ha quindi l'integrale
generale dell’omogenea associata

G 2
Y, =—+c,x .
X
Calcoliamo una soluzione particolare della non omogenea con il metodo della variazione delle

o . — v L
costanti arbitrarie. Abbiamo y =—+v,x”. Il wronskiano &
x

LI
w(x): X =3
LI
x2
Quindi
1 0 x* x’ X’
_ _ _ 2 _ 2
vl—EJ. 3x 2xdx——J.x+2dX——J‘(x —2x+4—x+2jdx——?+x —4x+81n(x+2).
x+2
1 - 0 1
X
vzzgj_i 3y dx=J.x+2dx:1n(x+2).
X' x+2

2
Quindi y = —x?+ x— 4+§ln(x+ 2)+x’In(x+2). La soluzione del problema ¢

X
y=i+czx2+x—4+§ln(x+2)+x21n(x+2).Derivando st ha
X X
, ¢ 8 8 x°
=——+2c,x+1-—In(x+2)+ ———=+2xIn(x+2)+
4 x’ ? x’ ( ) x(x+2) ( ) x+2
Imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema
_4a _
4= +4c,~2+8Ind ¢ +8¢c, =12-32In2 ¢ =12
= .
¢, —16c, =12+64In2 ¢, =—4In2

—121n2:—%+4c2+3+21n4

La soluzione del problema ¢ y = 2—4x2 In2+x-4 +§ln(x + 2)+ x’ ln(x +2).

X X
, w 2 ., 7 , 15 1 . .
ESEMPIO 8.5. Integrare I'ED y"—-—)y"+—)'-—y=— nel massimo intervallo
x x x x cos(21n(x))

possibile contenente il punto 1.



SOLUZIONE. Alla condizione x>0 si aggiunge cos(2 ln(x)) 20 =

Vi

21n(x) * % +kr,YkeZ = . In particolare, per k=—1 e k=0 si ha rispettivamente x e * e

/4

V4 T V4 V4
x#e*. Poiché e * <l<e?, allora la soluzione sara definita nell'intervallo J = (e 4,64].

14

Determiniamo la soluzione generale dell’omogenea associata. Posto y = x® abbiamo y'= ox®", y
=a(o— Dx*? e y"=o(o— 1)(o — 2)x*>; percid, sostituendo nell'equazione data, si trova

ala—-1)(a-2)x"" —za(a —Dx*? —i—lzowc"“1 —l—fx”‘ =0,
x x x
a(a-)(a-2)-2a(a—-1)+7a—-15=0

a’ =50 +1la—15=0
Con Ruffini, si fattorizza il polinomio a primo membro (o — 3)(052 -2a+ 5) =0, da cui la radice

reale @ =3 ¢ le radici complesse e coniugate a,;=1%2i; si ha quindi l'integrale generale

dell’omogenea associata
y, =¢x’ +c¢,xcos(21Inx)+cyxsin(2Inx).

Calcoliamo una soluzione particolare della non omogenea con il metodo della variazione delle
costanti arbitrarie. Abbiamo ¥ = v,x’ + v,xcos(21Inx)+v,xsin(2Inx). Il wronskiano ¢
3

X xcos(2Inx) xsin(21Inx)
w(x)=[3x>  cos(2Inx)-2sin(2Inx) sin(2Inx)+2cos(2Inx) |=

6x —zsin(2lnx)—icos(2lnx) Ecos(21nx)—isin(2lnx)
x x X x

X xcos(2Inx) xsin(21nx)

:% 3x>  xcos(2Inx)-2xsin(2lnx)  xsin(2Ilnx)+2xcos(2Inx)|=
6x> —2xsin(2Inx)—4xcos(2Inx) 2xcos(2Inx)—4xsin(2Inx)

x> xcos(2Inx) xsin(21nx) x> cos(2Inx)  sin(2Inx)
=—32x3 —2xsin(2lnx) +2xcos(2lnx) ==y —sin(2lnx) +cos(2lnx) =
T —5xcos(2Inx) —5xsin(21nx) g 0 0
164 cos(2lnx) sin(21nx) 16
—sin(21nx) cos(2lnx)
Quindi
1 ¢ 1 1 xcos(2Inx) xsin(2Inx)

VIZEJ.?xzcos(ﬂn(x)) cos(21nx)—25in(2lnx) sin(21nx)+2c0s(2lnx) -

cos(2lnx) sin(2lnx)
—sin(2 In x) cos(21n x)

_ 1 2
167 X cos(Zln(x))

_1 1
dr== 8".x3 cos(2ln(x)) dx

Poiché ¢ un integrale impossibile definisco la funzione integrale v, (x) = 1 1

8 ~! £ cos(2ln(t))

dt .



3

1 ¢1 1 x xsin(2Inx)

= | — d =
JCAETS R cos(Zln(x)) 3x? sin(21nx)+2cos(2lnx) *
_ _lJ. 1 1 s1n _J- sm 21n cos(21n(x))
8 xcos(Zln(x))l cos X COS 21n( ))

__I)j:l()(zﬂ lj,ajzc _ _ijd(cos(zln(x»)_llnx_ —%ln(cos(ﬂn(x)))—élnx.

s(Zln(x)) 8 16 cos(21n(x)) 8 -

x° xcos(21nx)

3x? cos(2 In x) - 2sin(2 In x)

o[l 1
167 X xzcos(21n(x))

sm 21n +c0s(2ln( ))

- __J X COoS 2ln( ))

1 1 cos(21nx

_J.xcos(Zln )
)

dx =
1 —sm 21nx

s1n(21n(x ) Lede 1 d(cos(2ln(x))) 1 1 1
___Ixcos(Zln(x)) 8d x EJ- cos(21n(x)) —glnx—Eln(cos(ﬂn(x)))—glnx.
Quindi

y=v(x)x’+ (—%ln(cos(Zln(x))) —%ln xjxcos(Zlnx) + (%ln(cos(ﬂn(x))) —%lnxesin(Zln x),

dove v, (x) = % j
1

1

Wzln())dt . La soluzione del problema ¢

y=cx’ +c¢,xcos(2Inx)+cyxsin(2Inx)+
1 1 1 1 )
+v, (x)x3 + (—Eln(cos@ ln(x))) —gln xjxcos(2lnx) + (Eln(cos(ﬂn(x))) —glnxjxsm(ﬂnx) ,

17 1

gjl. £ cos(2ln(t))

dove v, (x)= dt .
ESEMPIO 8.6. Determinare l'integrale generale dell'ED y" + 2 V' 5 —» =0 nell'intervallo (0, +0).
X x’

SOLUZIONE. Posto y = x% abbiamo y’ = ax*' e y" = oo — 1)x*%; perciod, sostituendo
nell'equazione data, si trova

a(o—1)x*? +£owc°‘_ -—x" =0,
X

cioé o’ + o — 6 =0, da cui le due radici oy = 2 ed o, = —3; si ha quindi l'integrale generale

X
ESEMPIO 8.7. Risolvere il problema di Cauchy 4 y(1) =6
Y1) =-2.



SOLUZIONE. Dalle condizioni iniziali, si deduce che il problema va risolto in J = (0 , +0).
Posto allora y = x*, abbiamo come sopra y'= ax* ' e y" = oo — 1)x*%; sostituendo, si trova

a(o—1)x*? 2 ot +izx°L =0,
x x

cioé o + 4o+ 4 =0, da cui o = o = —2; percid questa volta I'integrale generale &

¢, c,logx
y=—+ :
x’ x’
. , €, —2c c,logx . .
Poiché inoltre risulta y'= — —2———, imponendo le condizioni iniziali si ha il
X X
. 6=c . . 6+10logx
sistema ! e da qui la soluzione y =—2g.
-2=c,-2c¢, X

ESEMPIO 8.8. Determinare l'integrale generale dell'ED " + 2 12l2 =0 nell'intervallo (0 , +o0).
X X

SOLUZIONE. Posto y = x*, calcoliamo le prime tre derivate e sostituiamo, cosi da ottenere
l'equazione o’ —30” +40.—12=0, che ammette le radici 3 e +2i. Percido abbiamo l'integrale
generale y =c,x’ +c, cos(2logx) + c;sen(2log x) .

Se l'equazione data non ¢ omogenea, per determinare una soluzione particolare sara necessario
applicare il metodo della variazione delle costanti.

5 nell'intervallo (0 , +o0).
X x“+1

SOLUZIONE. Procedendo come sopra, vediamo subito che l'integrale generale

ESEMPIO 8.9. Determinare l'integrale generale dell'ED y" + 2 2% =—
X

. . c ) ) ) _ )
dell'omogenea associata ¢ y =c,x+—. Per determinare la soluzione particolare calcoliamo
Yy 1 xz ’

L
2
dapprima w(x) = X 5= —iz; abbiamo quindi:
1 == X
e
13
2 2
v, (x) :—I%dx = Ixz 1 = arctgx;
X
X 3
B 41,  xXdx  x* 1 2
vz(x)—J.—?)dx——J.xz_H——7+510g(x +1),
T2
X

2
da cui y=xarctgx+ Lz A llog(x2 +1) | = xarctgx + Lzlog(x2 +1)— 1 . In conclusione,
X 2 2 2x 2

l'integrale generale ¢ y =c¢;x + C—22 + xarctgx + 2—12 log(x* +1) —% .
x x



ESEMPIO 8.10. Integrare IED (x+1) p"+3(x+1) y"=2(x+1)y' +2y=(x+1) In(x+1)
nell'intervallo J = (—1,+).
SOLUZIONE. Determiniamo la soluzione generale dell’omogenea associata
(x + 1)3 " +3(x+ 1)2 ' =2(x+ l)y’ +2y =0 (non ¢ necessario ridurre in forma normale I'ED omogenea).
Posto y =(x+1)" abbiamo )'=a(x+ 1)0’71 ,V'=a(a-1)(x+ l)m2 e y'=a(a-1)(a-2)(x+ l)m3 ;
percio, sostituendo nell'equazione data, si trova

a(a—1)(a-2)(x+1)" +3a(a-1)(x+1)" =2a(x+1)" +2(x+1)" =0.
Dividendo per (x+1)”
a(a-1)a-2)+3a(a—-)-2a+2=a'-3a+2=(a-1)(a’ +a-2)=0,
da cui la radice reale doppia o, =1 e la radice reale semplice «, =—-2; si ha quindi l'integrale
generale dell’omogenea associata
G
(x + 1)2 '

Calcoliamo una soluzione particolare della non omogenea con il metodo della variazione delle
costanti arbitrarie. In tal caso € necessario ridurre in forma normale I'ED: si ha

mp_ 3 g2 2 _ In(x+1)
) M PR P}

y,=¢(x+1)+c, (x+1)(ln(x+1))+

Abbiamo 3 =v, (x+1)+v,(x+1)(In(x+1))+ s 1l wronskiano &

(x+1)2'
x+1 (x+1)In(x+1) (x+11)2
w(x)z 1 1n(x+1)+1 (x121)3 =
;oL s
x+1 (erl)4
x+1 (x+l)ln(x+1) 1
1 -2 9
:(x+1)2 1 In(x+1)+1 ) :(x+1)3
S T
x+1 (x+1)

Quindi



(r+D)in(x+1) —— (x+DIn(x+1) 1
(et 1 (e G 2 e 2 lae
V1—9I( 1)1 ( 1) 1n(x+1)+1 i) 3 dx = 9,[1 ( 1) ln(x+l)+1 (x—fl)d
(x+1)
éj(—3ln2(x+1) In(x+1))d :——jln x+1dx——j1n x+1)dx =
:—%Ilnz(x+1)d(x+l)—§J‘1n x+1)dx =
—%(x+l)ln (x+1)+ J.ln (x+1) dx——J.ln x+1)dx =
——%(x+l)ln (x+1)+ jln x+1)dx =—%(x+1)ln (x+1)+ jln x+1)d(x+1)=
—%(x+l)ln2(x+l)+§(x+1)1n(x+1)—§(x+1).
(x+1) —— (x+1) 1
vzz—éj-(x+l)2ln(x+l) (szl) dx:—éj-ln(erl) ! -2 |dx=
— (x+1)
(x+1)
:—J.ln (x+1)d :—Iln x+1)d(x+1):%(x+l)ln(x+l)—éj.dx=%(x+1)ln(x+1)—§(x+l).
n=t e ey ();+(le1(;++11)dxzéj(x+1)3ln(x+l)l mlzfﬁ)?l _
éj.(x—i-l) In(x+1)d :—J.ln x+1)d(x+1)4:%(x+1)41n(x+1)—%j(x+1)3dx:

3—16(x+1)41n(x+1)—ﬁ(x+1) . Quindi
_ 2of 1, , 5 5 1., 1 1 1
= —_— — —_ 4 — _— e 1 —_ | =
p (x+1)( b (1) + D)=t (e 1) D)+ Lan (o) 108)
13 61
= —(x+1)| ZIn(x+1)+—
(x+1) (12 (x+ )+108j

La soluzione del problema ¢ y:cl(x+1)+02(x+1)(1n(x+1))+(xfl)Z —(x+1)2 (gln(x+l)+%j.

ESEMPIO 8.11. Risolvere il problema di Cauchy < y(1) =1 precisando l'intervallo in cui

¢ definita la soluzione.



SOLUZIONE. La soluzione ¢ definita nell'intervallo J = (0,+oo). Determiniamo la soluzione

. , 1L, 1 .. .
generale dell’omogenea associata 3y"+—3)'——y =0 (come nell'esercizio precedente non ¢
X X

necessario ridurre in forma normale I'ED omogenea). Posto y = x*, abbiamo y'= ax®", 3" = oo —
1)x*%; percio, sostituendo nell'equazione data, si trova

3a(a—)+a-1=3a"-2a-1=0,

da cui le due radici reali e distinte o, =1, a, = —% ; si ha quindi l'integrale generale dell’omogenea

associata
1

Y, =cX +cz)c7E .
Calcoliamo una soluzione particolare della non omogenea con il metodo della variazione delle
costanti arbitrarie. In tal caso ¢ necessario ridurre in forma normale 1'ED: si ha
L 1/3 , 1/3 1
y+r—y -z ry=5x".
X 3

1
Abbiamo y =v,x +v,x *. Il wronskiano ¢

Ll 1
X 3 1 =——x 3
| — 3
3
Quindi
Pt 1
vlz—jx3x 3x 3dx——jx Sdx = —x3
Lot
Vv, = ——Ix3x Sxdx = ——J.xdx =—-=x’
301 3 1 2
La soluzione particolare della non omogenea ¢ y =§x3 —§x3 =Zx3.
1 5 4 2

La soluzione generale dell'ED ¢ y =cx+c,x 3 +ZX3 .Derivando siha y'=¢, ——c,x 3 +—x3

Imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema

l=c+c -1-l c—é
| 4c,+4c, =3 - 17y '
1 5 12¢, —4c, =7 1
l=¢—=c,+— G =~
3 12 2

1 1 5

La soluzione del problema ¢ y = gx —Ex_g + ng .



schema riassuntivo

1) ED risolubili mediante integrazioni dirette: y' = f (x)

y:J-f(X)dX+c VceR e VxeD,.

2) ED lineari del 1 ordine in forma normale non omogenee: y'+ a(x)y = b(x)

y=e Y (jb(x)e"(")dx+c) dove p(x)= Ia(x)dx , VceReVxel NI,

3) ED lineari del 1 ordine in forma normale omogenee: y'+a(x)y =0

y=ce ™| dove p(x)=ja(x)dx, VeeR e Vxel,.

4) ED a variabili separabili: y'= P(x)-O(y)

J%zJP(x)dx con Q(y)=#0,

dopo aver integrato si aggiunge la costante reale arbitraria ¢ solo a destra e si determina il dominio.

5) ED di Bernoulli: y'+a(x)y =b(x)y* aeR-{0,1}

- Si dividono i membri per y“ (avendo posto y#0, se a>0) = Yy “+a(x)y “=b(x);

1
a _.r

-Sipone v=y" (dacui y=v'*)esiderivanoimembririspettoax = v'=(l-a)y ™y

- Si sostituisce nellED = V+a(xv=b(x) = V+(l-a)a(x)v= (1 - a)b(x) ;

- Si integra in quanto ED lineare del 1 ordine non omogenea
y=e "W ((1 - a)jb(x)e"(")dx + c) VceR dove p(x)=(1- a)ja(x)dx .

1
-Sirisolverispettoay = |y = {e"’(x) ((1 - a)Jb(x)ep(x)dx + c)}l’“ VceR.

Fissato c in R si potra stabilire anche il dominio di y.

6) ED lineari omogenee di ordine » in forma normale a coefficienti costanti:

y(n) + aly(n_l) teet anflyv-’-any =0.

e Si determinano le soluzioni dell'equazione caratteristica o + a,o" " +-+-+a, ;0 +a, =0;

e ad ogni radice reale a semplice corrisponde la funzione e™;
. . . e . . . 2
e ad ogni radice reale o di molteplicita » > 2 corrispondono le r funzioni e™, xe™, x"e™, ..,
r-1 _ox
xe™.
e ad ogni coppia di radici complesse coniugate B + yi € B — yi di molteplicita 1, corrispondono le
due funzioni €™ cosyx ed e senyx ; nel caso particolare f = 0 tali funzioni si riducono a cos yx

€ senyx;



e ad ogni coppia di radici complesse coniugate 3 + yi e B — yi di molteplicita » > 2 corrispondono
le 2r funzioni

-1
™ cosyx, xe” cosyx,... ,x"'e™ cosyx,
—1
eMsenyx, xe™senyx,... ,x'eMsenyx,
. . . . . -1
funzioni che nel caso particolare 3 = 0 si riducono a cosyx, XxCosyx,...,x COSyx €

-1
senyx, xsenyx,...,x  senyx.
¢ l'integrale generale ¢ dato dalla combinazione lineare di tali funzioni.

CASO particolare n=2 Y'+ay'+a,y=0.

e Si considera l'equazione caratteristica o’ +a,a +a, =0.

e sea —4a,>0,alloradette @, e , le radici reali e distinte si ha:

— %X X .
y=ce +ce|, Ve,c,eR e VxeR;

e se a, —4a, =0, allora detta « la radice reale doppia si ha:

_ ax ax .
y=c¢e" +cxe” |, Ve,c,eR e VxeR;

e se a —4a, <0, alloradette a+if8 e a—if3 le radici complesse e coniugate si ha:

y=e“(c cos(Bx)+c,sin(Bx)), Ve,c,eC e VxeR.

7) ED lineari di ordine qualsiasi non omogenee

Y +a )y ek a, (0)y'+a, () =b(x). (5.1)
- calcolo I'integrale generale y, dell’omogenea associata;

- calcolo una soluzione particolare y(x) della non omogenea (5.1);

y=yo+y:Clul(x)+62u2(x)+"'+Cnun(x)+.)—}('x)7 vcl""ocnec c vxe];

dove u,,...,u, ¢un sistema fondamentale dell'omogenea.

8) Criteri per determinare una soluzione particolare di una ED lineare a coeff. costanti di ordine
qualsiasi non omogenee in base all’espressione del termine noto H(x).

- |y(x)=Ae™| se a non & una radice dell’eq. caratteristica dell’omogenea associata;

- |¥(x)=A4x"e”"| se a ¢ una radice di molteplicita r dell’eq. caratteristica dell’omogenea
associata.

Costanti da determinare: 4 .



o CASO8.2 ‘Zhii  lmil Tl TN )
i(x)z(Amx’”+Am_1x'”‘1+---+A1x+A0)x’ dove r ¢ il minimo ordine di derivazione della y

nell’ED.
Costanti da determinare: 4,4 ,...,4,,4,.

se *if non sono radici dell’eq. caratteristica dell’omogenea

- |¥(x) = Acos(Bx)+ Bsin( fx)
associata;
- ) =x (Acos(ﬂx)+ Bsin(ﬂx))

dell’omogenea associata.

se *if sono radici di molteplicita » dell’eq. caratteristica

Costanti da determinare: A4,B.

se o non ¢ una radice dell’eq. caratteristica

T =(A4,x"+ A, x" et Ax+ 4y ) e
dell’omogenea associata;
y(x)= (Amx’” +A X"+ Ax+ A, ) x'e*"

caratteristica dell’omogenea associata.

se « ¢ una radice di molteplicita » dell’eq.

Costanti da determinare: A4,,4, ,,..., 4,4, .

y(x)= (Avx” + A X e Ax+ A, ) cos(fx) +(Bvxv +B, x4+ Bx+ Bo)sin(ﬂx)

+i/ non sono radici dell’eq. caratteristica dell’omogenea associata;

SC

S€

y(x)=x" [(Avxv + A, X+ Ax+ 4, )cos (px)+ (Bvxv +B, x""+--+Bx+B, )sin (ﬂx)}
+if sono radici di molteplicita » dell’eq. caratteristica dell’omogenea associata.

.B.B,.

Costanti da determinare 4,,4, ,,...,4,,4,,B,,B,_,,..

- P(x)=e™ [A cos(Sx)+ Bsin( ﬂx)} se a+iff non sono radici dell’eq. caratteristica

dell’omogenea associata;




- P(x)=e"X [A cos( ,Bx) +B sin( ,Bx):l se a=xiff sono radici di molteplicita r dell’eq.

caratteristica dell’omogenea associata.

Costanti da determinare: A4,B.

- | P(x) =€ [(Avx” + A, X+ A+ Ao)cos(ﬂx)+ (Bvxv +B, x"'+--+Bx+ Bo)sin(ﬂx)]

se a i} non sono radici dell’eq. caratteristica dell’omogenea associata;

- P(x)=x"e" [(Avxv + A, X e Ax+ Ao)cos(ﬂx) + (Bvxv +B, x"+-+ Bx+ Bo)sin (ﬂx)]

se a £if sono radici di molteplicita » dell’eq. caratteristica dell’omogenea associata.

Costanti da determinare: 4,,4, ,,...,4,4,,B,,B, ,,...,B,,B,.

e (CASO 8.8 [Icriteri si possono utilizzare anche combinando 1 vari casi.

9) Metodo della variazione delle costanti arbitrarie (si usa per determinare la sol. particolare della
(5.1) quando non ¢ possibile applicare il metodo pratico delle tabelle.

CASO n=2
e Note le funzioni u,,u, che costituiscono il sistema fondamentale dell'equazione omogenea
associata.
) . . . u, U,
e sicalcola il determinante wronskiano w(x)=| ,  ;
u, u,
0 u, u, 0
: : : . b(x) u; u  b(x , .
e si calcolano i due integrali v,(x) :Iﬁdx e v,(x)= I 1—()dx, scegliendo in
w(x) w(x)

ciascuno dei due casi nel modo piu semplice la costante arbitraria;

e si combinano linearmente le funzioni cosi trovate con u;(x) e u>(x), in modo da ottenere la

soluzione particolare ), cio¢ |y =uy, +u,v,|

CASO n=3
e Note le funzioni wu,u,,u; che costituiscono il sistema fondamentale dell'equazione

omogenea associata.

U U, U
e sicalcola il determinante wronskiano w(x)=u; u, u|;

14
u u, U

e sicalcolano i tre integrali:



0 u, u

0 u u U, U
v, (%) = jde :jb(x) 2 dx
w(x) (x)
u, 0w
u 0w TRTR
v(x)zj”‘" b(x) ugdxz—fb( ] e
’ w(x) x)
u, u, 0
u u, 0 U, u,
14 ”n b ! !
v;(x) :J‘ w_w, bx) dx = Ib(x)udx , scegliendo in ciascuno dei tre casi nel modo piu
w(x) w(x)

semplice la costante arbitraria;

e si combinano linearmente le funzioni cosi trovate con ui(x), ux(x) € ux(x), in modo da
ottenere la soluzione particolare y, cio¢ |y =uv, +u,v, +u,v;|.

10) Equazione di Eulero (omogenea in forma normale).

B B U B BN 2 B | e % -0,
T PRI (@) (axtb)

a,b,a,,...a, € R (a+#0). Intervallo dell'integrale generale J = (—2,%0) oppure J = (—oo,—éj .
a a

CASO n=3
" a1 " az i a3

ax+by (ax+b)2y (ax+b)

-y=0.

a

b . a . . b .
Se x>—— sipone y=(ax+b)", altrimenti, se x <——, sipone y =(-ax—b)
a a

Caso x> _b . Si pone
a

y=(ax+b)", y'=aa(ax+ b)a_l , YV'=d’a(a-1)(ax+ b)a_2 ,V'=d'a(a-1)(a-2)(ax+ b)a_3
sostituendo nell'ED si ottiene I'equazione caratteristica
aa’ + (ala2 - 3a3)052 + (2a3 —aa’+ aza)a +a,=0.

5) se ammette 3 radici reali e distinte ¢, , &, € «;, allora la soluzione generale ¢

a3

y=c (ax+b)" +c,(ax+b)" +c;(ax+b)"};

6) se ammette una radice reale semplice ¢, e una radice reale doppia «,, allora la soluzione

generale & |y =c, (ax+b)" +c,(ax+b)" +c¢;(ax+b)” In(ax+b)};

7) se ammette una radice reale tripla ¢, allora la soluzione generale ¢



y=c (ax+b)" +c,(ax+b)" In(ax+b)+c, (ax+b)" (ln(aerb))2 ;

>

8) se ammette una radice reale semplice ¢, e due radici complesse e coniugate semplici a, tif,,
allora la soluzione generale

y=c (ax+b)" +(ax+b)" (c2 cos(,[i’2 In (ax + b)) + ¢, sin (ﬂz In(ax + b))) :

CASO n=2
y// + al y! + aZ
(ax+b) (ax+b)2

y:

b . a . . b . P
Se x>—— sipone y=(ax+b)", altrimenti, se x <——, sipone y=(-ax—b)".
a a
b . a
Caso x >——: si pone y=(ax+b) ,
a

a-1
b

y' =aa(ax+ b)
y'=a’a(a-1)(ax+ b)m2 ,
sostituendo nell'ED si ottiene I'equazione caratteristica
aa’ +(ala—az)05+a2 =0.

9) se ammette 2 radici reali e distinte ¢, «,, allora la soluzione generale ¢

a

y=c (ax+b)" +c,(ax+b)"},

10) se ammette una radice reale doppia ¢, , allora la soluzione generale ¢

y=c (ax+b)" +c,(ax+b)" In(ax+b)];

11) se ammette due radici complesse e coniugate semplici ¢, £i/,, allora la soluzione generale

y=(ax+b)" (c1 cos (B, In(ax + b)) +c,sin (B In(ax + b))) .

Osservazione:
Se I'ED si presenta in forma non normale

a,(ax+b) y" +a, (ax+ b)n_1 vV +a, (ax+ b)n_l v +ta, (ax+b)y' +a,y=b(x),

allora per determinare l'integrale generale della omogenea associata non ¢ necessario dividere I e 11
membro per a, (ax + b)" ; invece per determinare l'integrale particolare della non omogenea, con il
metodo della variazione delle costanti arbitrarie o con il metodo diretto delle tabelle, € necessario

dividere I e II membro per q, (ax + b)" e ridurla quindi in forma normale

m 4 [ay o ) lay w2 gog / a V't a,/a, _ b(x)

(ax+b) (ax+b)2 (ax+b)"71 (ax+b)" " a,(ax+b)" '



