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P. 1

INTEGRALI MULTIPLI

Sia D un dominio limitato dello spazio R", cioé un sottoinsieme costituito dall'unione di un
sottoinsieme aperto e limitato di R” con la sua frontiera (un dominio limitato ¢ quindi un

particolare compatto, cio¢ un chiuso e limitato, di R"). Diremo che D ¢ misurabile se ad esso si puo
associare un numero reale positivo, misD, che ne rappresenta l'area. Inoltre chiameremo diametro
di D lestremo superiore delle distanze tra tutte le coppie di punti di D, cio¢

diamD = sup dist(P,Q).

P,QeD

Consideriamo una qualsiasi decomposizione ¢ di D in r domini misurabili D,,D,,...,D,. Si

ha quindi D uD,u..uUD =D e lo)im D j =0 i#j. Ovviamente risulta
misD, + misD, +...+misD, = misD. Chiameremo norma della decomposizione g il massimo
diametro dei domini D,,D,,...,D..

Sia, inoltre, f(P)=f (xl,...,xn) una funzione reale di » variabili reali definita e continua in

D. Siccome f'¢ continua, su ciascun dominio D, esistono il minimo ; e il massimo M, assoluti di

/
E' quindi possibile definire, in funzione della decomposizione ¢, i seguenti due numeri reali
5 (9) =3 (m mis(D)) e S, ()= (M, mis(D)).

i=l i=1

detti, rispettivamente, somma integrale inferiore e somma integrale superiore della funzione f
rispetto alla decomposizione iniziale D.
Si puod dimostrare il seguente risultato:

Teorema: Se f(P)= f(x,...,x,) écontinua in D, allora
Ve>030, >0/Vgo(D) con norma < J, :>Sf(go)—sf(go)<g.

In sostanza il teorema asserisce che, considerando decomposizioni di D sempre piu fitte, 1
numeri S, (¢) e s, () tendono ad avvicinarsi fino, al limite, a coincidere con un numero reale.

Tale numero si dice integrale multiplo di f sul dominio D (che denomineremo dominio di
integrazione) e si scrivera

If(P)dP 0 J.f(xl,...,xn)dxl...dxn.

D

In particolare, se DcR> scriveremo ” f(x,y)dxdy, mentre se DcR’ scriveremo
D

” J f (x, v, z)dxdydz . Il primo lo chiameremo integrale doppio, il secondo integrale triplo.
D

Si possono dimostrare le seguenti proprieta



Proprieta di linearita: Siano f(P)=f(x,....x,) e g(P)=g(x,.....x,) continue su un dominio

misurabile D c R", e ¢,,c, e R. Allorasi ha

I[clf(xl,...,xn)+czg(x1,...,xn)]dxl...dxn = cljf(xl,...,xn)dxl...dxn +czjg(x1,...,xn)dxl...dxn
D D

D

Proprieta di additivita: Sia f(P)=f(x,,...,x,) continua su un dominio misurabile D cR", e
siano D,,D, domini misurabili tali che D, W D, =D e DinD> = . Allora si ha

If(xl,...,xn)dxl...dxn = If(xl,...,xn)dxl...dxn + J- S (xpeennx, )dx, ..dx, .
D

Dy D,

Proprieta di monotonia: Sia f(P)= f(x,,...,x,) continua su un dominio misurabile D —R", e
tale che f(P)>0, VP e D. Allora si ha

[ £ (30, ) dix, ., 2 0.
D

Area del dominio di integrazione: Se f(P)= f(x,,...,x,) =1 su un dominio misurabile D = R",
allora si ha

Idxl...dxn =misD .

D

Definizione di dominio normale D di R rispetto all'esse x: é un insieme del tipo

D:{(x,y)eRz/anSb e a(x)SyS,B(x)}

dove a(x) e f (x) sono assegnate funzioni reali di una variabile reale continue nell'intervallo

[a,b] tali che a(x)< B(x), Vxe(a,b). Le due funzioni possono coincidere agli estremi.

Esempio 14.1.

La semicorona circolare in figura ¢ un esempio di dominio normale
rispetto all'asse x. In realta conviene considerarlo come unione di tre

domini normali, perché la funzione minorante a(x) si esprime in

tre modo diversi su tre intervalli diversi (due segmenti di retta e una
semicirconferenza).




Esempio 14.2.

L'intera corona circolare in figura ¢ un esempio di dominio non
normale rispetto all'asse x. Infatti ci sono dei segmenti disgiunti di
rette verticali che sono contenuti nel dominio. Cio rende impossibile

considerare la funzione minorante &(x) e quella maggiorante /(x)

che soddisfano le condizioni poste nella definizione di dominio
normale rispetto all'asse x.

Definizione di dominio normale D di R* rispetto all'esse y: ¢ un insieme del tipo
D={(x,y)eR2/cSySd e }/(y)SxSé‘(y)}

dove y(y) e 8(y) sono assegnate funzioni reali di una
variabile reale continue nell'intervallo [c,d] tali che
7(y)<6(y), Vye(e,d). Le due funzioni possono
coincidere agli estremi.

Esempio 14.3. Disegnare il dominio D = {(x,y) eR*/-2<x<2 e 0<y<d-x’ } .

Le funzioni continue che delimitano la variabile y sono a(x) =0 e

B(x)=+4-x’ ristrette nell'intervallo [-2,2]. Esse coincidono negli

estremi di tale intervallo; in particolare la seconda funzione
rappresenta la semicirconferenza superiore di raggio 2 centrata
nell'origine. Quindi D ¢ il semicerchio delimitato dall'asse x e dalla
semicirconferenza speriore. D ¢ un dominio normale rispetto all'asse x.

Esempio 14.4. Disegnare il dominio delimitato dalla retta di eq. y =xe dalla parabola di eq.
2

X
=—-2x.
775

La parabola ha asse di simmetria parallelo all'asse y, rivolge la
concavita verso lalto e ha il vertice nel punto

2
v (—i MJ =(2,-2). Troviamo i punti di intersezione tra la

2a°  4a
retta e la parabola risolvendo il sistema
y=2x y=x y=x
2 = 5 =
y= > 2x x —6x=0

x(x—6)=0.

I punti di intersezione sono £,(0,0) e £ (6,6). Quindi il dominio &

2
D={(x,y)eR2/OSxS6 e %—2x£y£x},



ed ¢ normale rispetto all'asse x. Le funzioni continue che delimitano la variabile y sono
2

a(x)zx——Zx e f (x) = Xx ristrette nell'intervallo [0,6]. Esse coincidono negli estremi di tale
2

intervallo.
In realta il dominio ¢ normale anche rispetto all'asse y. In tal caso occorre invertire le espressioni

delle funzioni y = a(x) ey=p0 (x) , cio¢ esprimere x in funzione della y; avremo

x=y(y)=a'(y)=22/4+2y e x=5(y)=8"(y)=».

La funzione minorante y(x) si esprime in due modi diversi a seconda di dove si trova la variabile y,
piu precisamente si ha

2—-4+2y seye[—2,0]
b% seye[0,6] '

7(y)={

La funzione maggiorante & 5(y)=2++/4+2y definita nell'intervallo [-2,6].

Per tener conto del fatto che la funzione minorante si esprime in due modi diversi, si considera il
dominio D come l'unione di due domini D, e D, internamente disgiunti, rispettivamente definiti

Dlz{(x,y)eRz/—2£ySO e 2—+J4+2y £x£2+1/4+2y}

D2={(x,y)e]R2/OSyS6 e nyS2+\/4+2y}.

come segue:

Formula per il calcolo di un integrale doppio di una funzione continua f (x, y) rispetto a un

dominio D normale rispetto all'asse x.

I f(x;y)dxdy—Hﬂ}”fu,y)dy}dx
D a | ax)

Occorre, in sostanza, calcolare due integrali consecutivamente, il primo (quello dentro la parentesi
graffa) rispetto alla variabile y (quindi la x ¢ considerata costante) e il secondo rispetto alla variabile
X.

Il modo convenzionale di scrivere l'integrale doppio (per evitare di scrivere le parentesi graffe) ¢ il

seguente
B(x)

b
”f(x,y)dxdyzj‘dx I f(x,y)dy (14.1)
D a a(x)
Formula per il calcolo di un integrale doppio di una funzione continua f (x, y) rispetto a un
dominio D normale rispetto all'asse y.
da o)
Uf(x,y)dxdy :J-dy j f(x,y)dx (14.2)
D c ;/(x)

Occorre, in sostanza, calcolare due integrali consecutivamente, il primo rispetto alla variabile x
(quindi la y € considerata costante) e il secondo rispetto alla variabile y.



Esempio 14.5. Calcolare l'integrale doppio ”sin(%xwL% yjdxdy dove R ¢ il rettangolo
R

=[0.1]x[0.2]. Wr o GSEEE|

Il dominio ¢ normale sia rispetto all'asse x che all'asse y. Integriamo considerando R

normale rispetto all'asse x: Dalla formula (14.1) si ha

_[J.Sin(%x +%yjdxdy = j).dxj. sin(%x +%yjdy _ f : gl

0

S

g O R o R B R G e e G U

T 2 7* 2 T

:_2_‘2‘{005(%)—1}+2—‘2‘sin(%j= —2—‘!(@—1}%1: —1—22(6—2)+:[—22=;—22(3—J§).

Esempio 14.6. Calcolare I'integrale doppio ”x(xnty)dxdy dove R ¢ il rettangolo
R

=[0,1]x[0,2].
Il dominio ¢ normale sia rispetto all'asse x che all'asse y. Integriamo considerando R normale

rispetto all'asse x: Dalla formula (14.1) si ha

1 2

” x(x+y)dxdy = _[ xdxj(x+ y)dy =(abbiamo messo x fuori dall'integrale interno perché ¢
0 0

costante rispetto alla variabile di integrazione y)

i {[xy+—j }dx j(2x+2)xdx =j(2x2 +2x)dx=(27x3+x2j

0 0
Esempio 14.7. Calcolare l'integrale doppio ” f—yldxdy dove R ¢ il rettangolo R =[1,3]x[2,5].
R YT

2

0

Il dominio ¢ normale sia rispetto all'asse x che all'asse y. Integriamo considerando R normale
rispetto all'asse x: Dalla formula (14.1) si ha

jj ~ddy = ixdxi P4 1dy=%jx{ln(y2+l)z}dx=w_i.xdxz
[l

Esempio 14.8. Calcolare I'integrale doppio |[ _ Ay ove T ¢ il triangolo di vertici 0(0,0),
T

x—=2y+5
A(2,0) e B(2,3).

Il dominio ¢ normale sia rispetto all'asse x che all'asse y. Integriamo |
considerando 7 normale rispetto all'asse x.

L'equazione del segmento di retta OB ¢ y = %x . Quindi



3

Tz{(x,y)e]Rz/OSxSZ e 0<y< x}.Dallaformula(M.l)siha

™ |

X

3
2 2

”M:j‘dxj‘d—y:_lj'{ln|x—2y+5”;x}dx=—lj'{ln|—2x+5|—ln|x+5|}dx:
P X=2y+5 o x=2y+5 25 ' 2

0

2 2

0 0

2 2
= %(x+5)ln(x+5)‘§ —%!dx+%(—2x+5)ln(—2x+5)‘z +%£a’x =

(2+5)ln(2+5)—l(5)ln(5)—1+%(1)ln(1)—l(5)ln(5)+1=
:%111(7)__111(5)_5111(5):%111(7)_{75111(5)

. . dxdy
Esempio 14.9. Calcolare l'integrale doppio || ——
'[5[ J2x+y+9

A(1,5) e B(8,0).

2 2
:%jm(ﬁs)dx-%{m(-zx+s)dx: %!:ln(x+5)d(x+5)+%fln(—2x+5)a’(—2x+5):

dove T ¢ il triangolo di vertici 0(0,0),

[0 T M mwER
'\L‘; v ,A. 85 ‘?A* ;" ':l' '] '\"l "'_%"‘
Il dominio D ¢ I'unione di due domini D, e D, internamente disgiunti e ».T N 1 * BE P
normali rispetto all'asse x. - : %l . R -
L'equazione del segmento di retta OA ¢ y=>5x, mentre I'equazione del : 1 s 5
40—-5x b N S R
segmento di retta AB ¢ y = . Quindi R
2 ) 40—5x
DI:{(x,y)eR /0<x<le OSySSx} e D, = (x,y)e]R /1<x<8 e 0< y< = ‘
Dalla formula (14.1) e per la proprieta di additivita si ha
40-5x
[t~ s+ =[] g e oo | s
D\/2x+y+9 D, \/2x+y+9 2x+y+9 0 2x+y+ 1 0 A2x+y+9
1 ¢ o5z o 1 ¢ [9x+103
J.dx21/2x+y+9‘0 + 2+ y+9 7 =2 Tx+09dx—2[2x+9dx+ 2 e
0
0 0 0 1
1 8
3
9)2 2x+9)2
—2jxl2x+ dx—2J.\/7x+ 9dx — 2J\/2x+ 9dx + ZJ. 9x+103 ) —g( Y ) +

0



3 8
(9x+103j
7-2 7 4 34,3 2 32,3 28 3 i 3
=—(16)2 — —(9)2 - —(25 —(9 25)2 16)2 =
2
1
A 4 24 25 285 28, 256 108 250 54 3500 1792 _

21 21 3 3 27 27 21 21 3 3 27 27

_148 196 1708 _3996-37044+35868 _ 2820 _ 940
21 3 27 567 567 189

Il dominio D ¢ normale anche rispetto all’asse y; infatti invertendo la funzione y =5x siha x =2 ,

40 -5x i 40-7y

mentre invertendo la funzione y= 1 ha x ZT e quindi D si puod rappresentare

.. 2 y 40-7y .
analiticamente come D = (x,y)e]R /0<y<5e ngS s . Dalla formula (14.1) si ha

40-7y
dxdy r : dx o 7y
= |dy — = |dyJ2x+ y+9
5[\/2x+y+9 '([ '}[ N2x+y+9 ‘[ \/ ‘
5

5

-9y +125 Ty +45
[P [y -
0 0

3P 3P
—9y+125j2 (7y+45j2

5 5 5 5 10 310 10 310
=—= - = =—-—(16 25)2 ——(16 9)2 =

9 3 7 3 27( ) 27( ) 21( ) 21()

2 2
0 0

:_£43 +1_053 _1_043 +1_033 _ 640 +1250 _ 640 +27O _ 610 370 _

27 27 21 21 27 27 21 21 27 21

128109990 2820 940
567 567 189

Con lo stesso criterio di calcolo di un integrale doppio su un dominio normale rispetto ad uno degli
assi coordinati x o y ¢ possibile integrare una funzione continua f (P) =f (x, y,z) su un dominio

normale rispetto ad uno dei tre piani coordinati (x y) ; ( y z) ; (xz).

Definizione di dominio normale D di R’ rispetto al piano x y: é un insieme del tipo

D={(x,y,z)eR3/(x,y)€B e OZ(X,)’)SZSIB(XJJ’)}



Dove B ¢ un dominio misurabile del piano e a(x, y) e f (x, y) sono assegnate funzioni reali di due

variabili reali continue in B tali che a(x, y)< o) (x, y), ‘v’(x, y)EB. Le due funzioni possono

coincidere sulla frontiera di B.
Analogamente si possono definire domini normali rispetto ai piani coordinati y z e x z.

Esempio 15.1. Disegnare il dominio D = [O,Z]x[0,4] X [1,3].

Si tratta di un parallelepipedo a base rettangolare. Esso ¢ normale rispetto a tutti e tre i piani

coordinati. Se lo si vuole considerare normale rispetto al piano x y, allora
D={(x,y,z)eR3/(x,y)eB e 13233}

dove B=[O,2]><[O,4]. Le funzioni che delimitano la variabile z sono le funzioni costanti

a(x,y)zl e ﬂ(x,y):3.

Esempio 15.2. Disegnare il dominio D:x” +y* +z> <25.
Si tratta di una sfera di raggio 5 centrata nell’origine. Essa ¢ normale rispetto a tutti e tre i piani
coordinati. Se lo si vuole considerare normale rispetto al piano x y, allora

D:{(x,y,z)eR3/(x,y)eB e —25-x" -y’ SzS«/ZS—xz—yz}

dove B = {(x,y) eR’/x*+)° < 25} ¢ il cerchio nel piano x y di raggio 5 centrato nell’origine . Le
funzioni che delimitano la variabile z sono le funzioni costanti a(x, y) =—/25-x*—-)" e

ﬂ(x,y)=\/25—x2 -y,

Formula per il calcolo di un integrale triplo di una funzione continua c rispetto a un dominio
D normale rispetto al piano x y.

B(x,»)
”If(&%z)dxdydz—”{ I f(x,y,z)dz}dxdy
D B | a(x.y)

Occorre, in sostanza, calcolare due integrali consecutivamente, il primo semplice (quello dentro la
parentesi graffa) rispetto alla variabile z (quindi la x e la y sono considerata costanti) e il secondo
doppio rispetto alle variabili x e y con la tecnica vista nella lezione precedente.
Il modo convenzionale di scrivere l'integrale triplo (per evitare di scrivere le parentesi graffe) ¢ il
seguente

Alx.y)
f(x,y,z)dz (15.1)

a(x.y)

([ 1 (x,,2) dxdydz = [[ dxdy

Formule analoghe si hanno nel caso di integrali tripli su domini normali
rispetto ai pianixz oy z.

dxdydz

Esempio 15.3. Calcolare l'integrale triplo J.” — dove D ¢ il

» (x+y+z+1)
parallelepipedo D = [0, 1] X [O, 2] X [0, 3] .




Il dominio ¢ normale rispetto a tutti i piani coordinati. Integriamo considerando D normale rispetto

al piano x y: Dalla formula (15.1) si ha

(e [ -

x+y+z+1 x+y+z+1

dove B =[0,1]x[0,2] ¢ un dominio nel piano x y normale sia rispetto all’asse x che all’asse y.

H dxdy ” dxdy

= ([ dxdy ————
- x+y+1 x+y+4

(x+y+z+1

Calcoliamo ora i due integrali doppi usando la formula (14 1) della lezione precedente

1 2 d 1 2 d
Z‘de!—(er)):Jrl)_'([de-ﬁ Idxln x+y+1 J'dxln x+y+4)‘

ln(x+3)dx— jln(x+1)dx— J-ln(x+6)dx+ Iln(x+4)dx=

1 1 1

© Sy — O C— —

0 0 0

[(x+3)ln x+3 ]1 —j.dx— x+1)ln(x+l)]z)+_(i:dx —[(x+6)1n(x+6)];+_(i:dx+

+[ x+4 ln x+4 Idx—

In(x+3)d(x+3)- Iln(x+1)d(x+l)—Iln(x+6)d(x+6)+ J.ln(x+4)d(x+4):

=4In4-3In3- 21n2— 7In7+6In6+ 5In5-4In4 =-3In3-2In2—- 7In7+6In6+ 5In5 =
=-3In3-2In2- 7In7+6In(2-3)+ 5In5=-3In3- 2In2— 7In7+6In2+6In3+ 5In5 =

N

a5 ST

=4In2-7In7+3In3+ 51n5=1n(w). ﬂT;,JTHf AR IR
7 i ﬁﬁ » \ |

Esempio 15.4. Calcolare l'integrale triplo &f | \ nEEREENNE
dxdyd 1 .

I = — dove P ¢ il tetraedro di | EN NIRRT

P {/(x+l3y+7z+1) NSNS

vertici  0(0,0,0), A4(7,0,0), B(0,2,0) e KLLE";\}L““ sl

(0,0,9). ® TEErEI NN
LT T

Possiamo considerare il dominio di integrazione normale rispetto al piano x y. La limitazione
inferiore della variabile z ¢ data proprio dal piano coordinato x y la cui equazione ¢ z=0; quindi si

ha a(x,y)=0. La limitazione superiore della variabile z ¢ determinata dal piano passante per i

punti ABC (faccia obliqua del tetraedro) la cui equazione ¢
X=X, Y=y, z=zg| |x=T y
Xp=Xy Vg—Vi Zp—Z4=|~T 2
Xe=Xy Vg=Vi Zc=Z4 |7 0
9

: . . . 9
cio¢ 18x+63y+14z—-126 =0 che esplicitata rispetto a z diventa z=9 —7x —Ey .




L’equazione di questo piano puo essere determinata piu rapidamente essendo i punti appartenenti
agli assi coordinati. Necessariamente i punti del piano devono soddisfare 1’equazione

. . . 9 9 . . . .
che, esplicitata rispetto a z, diventa z=9 —7x =3 ¥ . Quindi la funzione che delimita superiormente

. 9 9 e ) : .
la variabilez ¢ £(x,y)=9 —oxToY. 11 dominio di integrazione P si pud definire come segue

1]

:{(x,y,z)eR3/(x,y)eT e 03239—%x—%y} ‘“‘%_Z MO+ i i’
»_E,,‘_ __‘ ' ‘fﬁﬁ

Dove T ¢ il triangolo rettangolo di vertici 0(0,0,0), A(7,0,0), I 4{’

|

|

K

-
-

B (O, 2,0) che giace sul piano coordinato x y e si pud considerare

normale rispetto all’asse x. L’equazione della retta passante per i punti :hq‘i e

. ) . . . 2
A e B (ipotenusa del triangolo) ¢ ;+§:l, che, esplicitata rispetto a y, diventa y:2—7x. Il
dominio T si puo definire come segue 7 = {(x,y) eR?/xe[0,7] e 0<y< 2—%x} .

Dalla formula (15.1) si ha

99,9,
dxdydz = ([ o2 dz _
I}|-:J‘{/(x+13y+7z+l)2 Ifoy ! {/(x+13y+7z+1)2
02,2,

1

=%g(64—8x—3?7yj3dxdy— %g(x+l3y+1); dxdy =

1

1
:J~J~dxdyl(x+l3y+7z+l)3
T

3
Dalla formula (14.1) si ha

37 % 1 37 2_%" !
jdxj (64 8x——y} dy —= dxj (x+13y+1)3dy =
70 0 7 0

0

37 i 22
_200 ) 4| 7
_ijdxi(&‘ T j gk )
7 37 4 74 13 4
3 3
. 0

4

4
7 = 7 3 7 4

= —ij(+27—£xj3 +ij.(64—8x)% dx _ij(27_£ j3 dx + ij(x+1)5 dx =
o 7 518+ 364 7 364



77 77
19 7 19 ) i
vV 7 27— :
9 7 (27 7xj 9 1(64-8x)s 9 7( 7xj 9 (x+1)3
=——— —— e + =
51819 7 5188 7 36419 7 364 7
3 3, 3 3,
0 0
7|7 7 7|’ 7
7 7
I (27—ij3 27 (64-8x)1| +—1 (27—Q J3 b= (1)1 =
9842\ "' 7 29008 o016l 7 2548 .
0 0
7 7 7
19y —2 27y -2 (64-56)5 +—2L(64): +
9842 9842 29008 29008
7
2 (7. o 2 gt 2 2T
691 6916 2548 2548

2T (8)s 2L (27)s ——2(8) +———(64)1 +
9842 9842 29008 29008
7 7 7
+i(g)§ _i(27)§ +i(g)§ - i:
6916 6916 2548 2548
27 1 21 5 21 5 21 21 5 2T 5 27 o, 27
9842 9842 29008 29008 6916 6916 2548 2548

27 27 27 27 (127)

=" (-2059) +———(16256)+ ———(~2059) +
9842 29008 6916 2548

55593 438912 55593 3429 2498445
9842 29008 6916 2548 895622

Esempio 15.5. Calcolare l'integrale triplo J.J‘J.e“zyﬁzdxdydz dove D ¢ il tetraedro di vertici
D

0(0,0,0), 4(2,0,0), B(0,2,0) e C(0,0,2).

Possiamo considerare il dominio di integrazione normale rispetto al piano x y. La limitazione
inferiore della variabile z ¢ data proprio dal piano coordinato x y la cui equazione ¢ z =0; quindi si

ha a(x, y) =0. La limitazione superiore della variabile z ¢ determinata dal piano passante per i

punti ABC (faccia obliqua del tetraedro) la cui equazione ¢

X, Y.z 4
2 2 2

che, esplicitata rispetto a z, diventa z =2 —x — y. Quindi la funzione che delimita superiormente la

variabilez ¢ S (x, y) =2 —x—y. Il dominio di integrazione D si pud definire come segue
D:{(x,y,z)eR3/(x,y)eT e OSZS2—x—y}

Dove T ¢ il triangolo rettangolo di vertici O(0,0,0), A(Z,0,0), B (O, 2,0) che giace sul piano

coordinato x y e si puo considerare normale rispetto all’asse x. L’equazione della retta passante per i
punti 4 e B (ipotenusa del triangolo) ¢ §+§ =1, che, esplicitata rispetto a y, diventa y=2—-x. 1l
dominio T si pud definire come segue T = {(x,y) eR*/xe[0,2] e 0<y<2- x}.

Dalla formula (15.1) si ha



2

j j j e dxdydz = j j dxdy j
D T 0

= %” e dxdy — %‘U e dxdy =

T

7 2—x—y

x+2y+3z 1 xX+2y+3z
e 2y3dz:”dxdy§e Sl
T

Dalla formula (14.1) si ha
1 2 2—x 1 P 2y 1 s
= 5_!‘abc _([ By _g-([dx J‘ e dy = _gldxeé_h_y

0

2-x
0

2
2-x _l(ljjdx ex+2y
o 32)4

P P SV
=—— e dx +—J‘e dx ——J‘e dx +—Ie dx =
30 30 60 60
:le4x2+l(_l)eﬁ—2x2+le4x2+lex2:
3 o 3\ 2 0 6 o 6 10
6 4 2
e Lo lp e o L lp 1 1w 1 lp 1 e-de+3e -1
3 3 6 6 6 6 6 6 2 6 2 6 6
)
= -

Esempio 15.6. Dato il quadrato O =[-1,1]x[-1,1] si consideri la piramide di base Q e vertice
V(0,0,4) e sia D la parte di tale piramide con le limitazioni x>0 e y>0.

Calcolare l'integrale triplo ”I xyz dxdydz .
D

"""""

, M(1,0,0), N(1,1,0), P(0,1,0)
e vertice V(O, 0,4). Dividiamo D in due domini (tetraedri) D, , D,, entrambi normali rispetto al

piano xy, tagliando la piramide con il piano perpendicolare al piano coordinato xy e passante per i
punti ONP. L'integrale sul tetraedro D; coincide con quello sul tetraedro D, per simmetria della
funzione.

Se si fanno variare le coordinate x e y nel triangolo di base 7) allora la variabile z sara limitata
inferiormente da 7; e superiormente dal piano passante per i punti MNV. Quest'ultimo ha equazione

X—-x, y-y, z-z,| |x y z—-4
Xy =X, Yy—Vy Zy—2z/=|1 0 —-41]=0,
Xy=X% Y= zZy—z| |1 1 4

cio¢ -4y +z—-4+4x+4y =0 che esplicitata rispetto a z diventa z =4 —4x.

Allora si ha



[ o= a2 ot =
D D

dove P= {(x, y,z)eR/(x,y)eT, e 0<z<4(1- x)} e T; ¢ il triangolo rettangolo di vertici
0(0,0,0), M (1,0,0), N(1,1,0) che giace sul piano coordinato x y e si pud considerare normale
rispetto all’asse x. L’equazione della retta passante per i punti O e N (ipotenusa del triangolo) ¢
y = x . Il dominio 7} si puo definire come segue 7, = {(x,y) eR?/xe[0,]] e 0<y< x}.

Dalla formula (15.1) si ha
4 4(17x)

= 2” xydxdy (T) Zdz = 2” xydxdy% =
0 T

T 0

=%ﬁxy(l—x)3dxdy=
3 T
Dalla formula (14.1) si ha
1 x 1 1 A
:%jxdxj.y(l—xfdyZﬁ_[f(l—xfdx:ﬁjfd(l 4x) =
0 0 0 0 a

_E{[f (1 —xﬂ1 —3j x*(1-x)" dx} = 16jx2 (1-x) dr= 16'(|1;x2 L)

=5

=2jx—d(l—x) =—%j;xd(l—x)6:—%{[X(l—x)ql —j;(l—x)ﬁdx}=%(l:;) | :11065.

L
Esempio 15.7. Dato il quadrato Q di vertici A(l,0,0) , B(O,I,O) , C(—l,0,0) e D(O,—l,O) si
consideri la piramide di base Q e vertice V(O, 0,4) e sia P la parte di tale piramide

con le limitazioni x >0 e y > 0. Calcolare l'integrale triplo ” I xyz dxdydz .
P

P ¢ il tetraedro di vertici O(0,0,0), A(l,0,0), B(O,I,O) e V(0,0,4). Possiamo considerare il
dominio di integrazione normale rispetto al piano x y. La limitazione inferiore della variabile z ¢
data proprio dal piano coordinato x y la cui equazione ¢ z=0; quindi si ha a(x,y)zo. La

limitazione superiore della variabile z ¢ determinata dal piano passante per i punti ABC (faccia
obliqua del tetraedro) la cui equazione ¢

Xty+o=1
YTy

che, esplicitata rispetto a z, diventa z = 4(1 —-X- y) . Quindi la funzione che delimita superiormente

la variabile z ¢ B(x,»)=4(1—x-y). Il dominio di integrazione P si pud definire come segue

P:{(x,y,z)eR3/(x,y)eT e OSZS4(1—x—y)}



Dove T ¢ il triangolo rettangolo di vertici O(0,0,0), A(I,0,0), B(O,I,O) che giace sul piano

coordinato x y e si puo considerare normale rispetto all’asse x. L’equazione della retta passante per i
punti 4 e B (ipotenusa del triangolo) ¢ x+ y =1, che, esplicitata rispetto a y, diventa y=1—x. Il

dominio 7 si puo definire come segue T = {(x,y) eR*/xe[0,]] e 0<y<1- x}.

Dalla formula (15.1) si ha

4(17x—y)

:%foy(l—x—yfdxdﬁ

0 T

4(17x7y) 3

[t = [t | = s
r T 0 T 3

Dalla formula (14.1) si ha

1 I-x

:%dexj y(l—x—y)3dy :6—;j).xdx

0 0

{00 T - fams-ya) -

0

Definizione: Sia D una lamina piana rappresentabile mediante un dominio misurabile di R* e sia
,u(x, y) >0 la funzione continua su D che ne rappresenta la densita superficiale. Allora la massa
della lamina D ¢ definita mediante l'integrale doppio

massa (D) = ”y(x,y)dxdy .

In particolare, se D ¢ una lamina omogenea, cio¢ ,u(x, y) = 1 = constante, allora si ha

massa (D) =u Idxdy = u-area (D) .
D

Come per gli integrali di funzioni di una variabile reale, anche gli integrali multipli possono essere
semplificati mediante un cambiamento delle variabili di integrazione x € y con nuove variabili u e v.
L’obiettivo ¢ quello di semplificare sia la funzione da integrare sia il dominio di integrazione D.

Definizione: trasformazione regolare di coordinate nel piano: Le funzioni x=x(u,v) e

y= y(u,v) che mettono in relazione le coordinate x y con le nuove coordinate u, v rappresentano

una trasformazione regolare di coordinate nel piano se



1) Le relazioni si possono invertire, cio¢ ¢ possibile esprimere univocamente la # e la v in
termini di x e y secondo le relazioni u =u(x,y)e v=v(x,y);
2) Le funzioni x = x(u,v) e y= y(u,v) con le rispettive derivate parziali prime rispetto ad u e

v sono continue;

o

3) La matrice jacobiana gu Sv ha determinante J (u,v) non nullo.
@ 9@
ou oOv

Una trasformazione regolare di coordinate nel piano mette in corrispondenza biunivoca due domini
misurabili D ed E del piano, il primo definito nel piano coordinato xy, il secondo nel piano
coordinato uv. L’obiettivo ¢ quello di trasformare un dominio di integrazione D che rende
complicata 1’applicazione della formula di integrazione 14.1 con un altro dominio di integrazione £
secondo il quale la formula 14.1 risulta piu semplice.

Teorema: integrazione per sostituzione: Sia f(P)= f(x,y) continua nel dominio misurabile

DcR" esia x= x(u,v) e y= y(u,v) una trasformazione regolare di coordinate nel piano. Allora,

detto £ il dominio misurabile del piano wuv ottenuto mediante la trasformazione regolare di
coordinate, si ha

Ifo(x,y)dxdy=jEjf(x(u,v),y(u,v))\J(u,v)\dudv. (16.1)

I1 risultato si puo estendere anche per gli integrali tripli

Definizione: trasformazione regolare di coordinate nello spazio: Le funzioni x= x(u,v, w) ,
y=y(u,v,w) e z=z(u,v,w) che mettono in relazione le coordinate x y z con le nuove coordinate
u, v w rappresentano una trasformazione regolare di coordinate nello spazio se
1) Le relazioni si possono invertire, cio€ € possibile esprimere univocamente lau, la v e law in
termini di x, y e z secondo le relazioni u =u(x,y,z), v=v(x,y,z) e w=w(x,y,2);
2) Le funzioni x =x(u,v,w), y=y(u,v,w) e z=z(u,v,w) con le rispettive derivate parziali

prime rispetto ad u, v e w sono continue;

ou oOv ow
.. ) dy Oy 0oy )
3) La matrice jacobiana | —— — —— | ha determinante J (u,v,w) non nullo.
ou Ov ow
&
ou 0Ov ow

Teorema: integrazione per sostituzione: Sia f(P)= f(x,y,z) continua nel dominio misurabile

3 . . .
DcR’ e sia x=x(u,v,w), y=y(u,v,w) e z=z(u,v,w) una trasformazione regolare di

coordinate nello spazio. Allora, detto £ il dominio misurabile dello spazio uvw ottenuto mediante la
trasformazione regolare di coordinate, si ha

Il'[_[f(x,y,z)dxdydz = ny(x(u,v, w),y(u,v,w),z(u,v, w))‘J(u,v, w)‘ dudvdw .



Esempio 16.1. Dopo aver verificato che il quadrilatero P di vertici 4(—4,3), B(2,12), C(6,10) ¢

2

x+2y

D(0,1) ¢ un parallelogramma, calcolare J.J‘ —— dxdy .
3x 2 y) +9
Calcoliamo le equazioni cartesiane dei lati del quadrilatero P. l
retta AB: y—3:%(x+4):>3x—2y+18=0; { J\A
I 2
retta BC: y—-10= —%(x—6) = x+2y-26=0;
retta CD: y—1=%x:>3x—2y+220; : }T'
retta AD: y—lz—lx:x+2y—2:0. RN
2 GBI
I lati opposti del quadrilatero sono paralleli, quindi esso ¢ un |
parallelogramma.
Si potrebbe suddividere il dominio di integrazione in tre domini

ciascuno normale rispetto all’asse x ed integrare rispetto a
ciascuno di essi. Tuttavia, dato che i lati di P sono a due a due paralleli, si puo trasformare il
dominio di integrazione P del piano coordinato xy in un nuovo dominio di integrazione £ del piano
coordinato uv mediante una trasformazione regolare di coordinate del piano in modo tale che £
abbia, rispetto al piano uv, i lati paralleli agli assi coordinati. Questo :

renderebbe piu semplice I’applicazione della formula di integrazione 4.1. HEEK [ ;,(,
La trasformazione regolare conveniente in tal senso ¢ | TI | / AL
_uw ] ;/E// EEaEE
u=3x-2 - - ) a
Y che invertita diventa 4 ) O WAL o :
v=x+2y —u+3v _
y= 2 ]

Grazie a questa trasformazione il dominio D si ¢ trasformato in un
dominio £ che ¢ un rettangolo con i lati paralleli agli assi coordinati uv. Infatti le equazioni delle
rette diventano, nel nuovo piano coordinato,

retta AB: u=-18;
retta BC: v=26;
retta CD: u=-2;
retta AD: v=2.

Quindi £ ={(u,v)eR*/-18<u<-2 e 2<v<26}.

Calcoliamo il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile

11

J (u,v) = 4 4:L1 l‘—l.
13 3213
8 8

Allora dalla formula (16.1) si ha



”\/3x 2y

_ 17568
S8 \/u +9

dxdy ‘J u, v ‘dxdy

I

—18

nﬁ

=732~ j

33 (uj +1
3

ydxdy
2x+3y+2)3
B(3,9), C(7.4).

Esempio 16.2. Calcolare j | dove T ¢ il triangolo di vertici

A(L1),

Conviene trasformare il dominio 7 in un'altro triangolo con due lati paralleli |

ai nuovi assi coordinati. Calcoliamo le equazioni cartesiane dei lati del
triangolo 7.

retta AB: y—1=§(x—1):> 4x-y-3=0;
retta BC: y—4:—%(x—7) = 5x+4y-51=0;

retta AC: y—1=%(x—1) = x-2y+1=0.

-2
— =732 {settsinh (%ﬂ =732 {settsinh(6) —settsinh (%H .
-18

|
N
|
|
|

TN A

/
/
"

l

Ok

N

Consideriamo la seguente trasformazione regolare che trasforma il lati AB e AC in lati paralleli agli

assiu ev.
2u+v
x =
u=4x-y ) ) ) 7
che invertita diventa .
v=—x+2y u+4v
7

In particolare la seconda equazione colloca il triangolo trasformato interamente nel primo

quadrante. I vertici del triangolo trasformato sono vertici A4’ (3, 1) ,

Le equazioni cartesiane dei lati del triangolo 7 diventano.

retta A’B’: u=3;
retta A’C’: v=1.
retta B’C’: v:—§u+17.

Quindi E:{(u,v)eR2/3SuSZ4 e lSvSl7—§u}.

B'(3,15), C'(24.1).

Calcoliamo il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile

2 1

s -l 1‘21
1 4 491 4 7
77

Allora dalla formula (16.1) si ha



(u +4v)

A —A 24 17—514
J'J' v dxdy 3=J'J' 7 3ldudv=ijdu J. (u+—4v)3dv:
P (2x3y+2) T ((dut2v) (Gu+l2v) )7 495 1 (u+2v+2)
7 7
24 177§u " 17—%14 5
[ i zmea e L [ (a2
495 1 49 - 1 -2
24 2 17—u
L du [(u+4v)(u+2v+2)72}17 Yy I (u+2v+2)72dv =
196 4 | |
2
24 ) 177514
=_L du (68—§MJ(36—1L£J - -4 J. (u+2v+2) dv=
196 9 3 (u+4) 4
24 2 2
L Tl 68-2u 36—1uj S +2[(u+2v+2)1}173 _
196 + 3 3 (u+4) 1
24 -2 0
__ L 68— 21 36—luJ 1 +2£36_l”j A
196 5 3 (u+4) 3 (u+4)
24 ) 1
__ L 68—§u 36—luj +2(36—lu) _3 =
196 5 3 3 (u+4)

24 -2 24 -1 24
L (68—§u (36—%) du —~ (36—%) du + [ (u+4) " du =
196 3 3 9840773 1961
5
3

3 1Y 3 1\ 3 2
=——j(68— u d£36——uj +— 1n(36——u) +—[In(u+4)]
196 3 98 3 196 :

3 3
4 24 24 1
__ 3 (68—§uj 36—luj +é (36—lu) du + iln(iJ+iln(4):
196 3 3 , 3 3 98 \5) 196

- 3 _ﬂln(i}_ iln(4) = 3 —ﬂln(ij+ iln(4).

5

Le trasformazioni regolari di coordinate nel piano sono generalmente di due tipi: lineari e

polari.

Le trasformazioni lineari, come visto nella lezione precedente, si utilizzano soprattutto quando
il dominio di integrazione D ¢ un poligono (per esempio un triangolo o un quadrilatero) che non ha
nessun lato parallelo ad uno dei due assi coordinati. In tal caso il poligono viene trasformato in un
nuovo poligono E che, rispetto al nuovo sistema di riferimento, ha almeno due lati paralleli agli assi

coordinati.



Ovviamente se il poligono di partenza ¢ un parallelogramma allora ¢ possibile considerare una
trasformazione tale che tutti e quattro i suoi lati siano, a due a due, paralleli ai nuovi assi coordinati.
Questo ovviamente rendera piu semplice 'applicazione della formula di riduzione per il calcolo

degli integrali doppi in quanto le funzioni «(x) e B(x) delimitanti il nuovo dominio risulteranno
costanti.
La trasformazione polare (o in coordinate polari) si utilizza quando la frontiera del dominio di

integrazione D ¢ composta da una o piu circonferenze o elissi o da tratti di esse. Essa ¢ definita dal
sistema

X = pcosY
y=psing

con i parametri p e . variabili in opportuni intervalli.
Questa relazione fornisce le coordinate di un punto P sulla circonferenza centrata nell'origine e
raggio p , detto raggio vettore.

Il parametro ¢ ¢ detto anomalia del punto P ed ¢ 1'angolo formato dal semiasse polare (coincidente
con il semiasse positivo delle ascisse) e il raggio che passa per il punto P.

o
op 089 cos ¥ —psinG
Il determinate della matrice jacobiana r =| . r e J(p.9)=p.
@ sind pcosd
op 089
Esempio 17.1. Determinare il punto della circonferenza di centro I'origine, raggio p =2 e anomalia
V4
t=—.
6

T
xp=,0cos$ xp:2COSg:\/§

Siha P(x,,y,) con { g
Yp=pSM yP:2sin%:1

Esempio 17.2. Determinare le coordinate polari del punto P(—7,24).

Le coordinate polari di un punto sono rispettivamente il raggio della circonferenza centrata
nell'origine e passante per il punto P e l'anomalia del punto stesso. Il raggio ¢ allora dato dalla

formula p= \/xﬁ, +y2 =7 +24> =25. Per determinare l'anomalia, utilizzando l'equazione

parametrica della circonferenza, otteniamo
{—7 =25cos 9

24 =25sin 4
Dalla prima relazione, tenendo conto del fatto che il punto P si trova nel secondo quadrante e

. . . N T . .
che quindi la sua anomalia ¢ ¢ compresa tra By e 7, possiamo ricavare la formula per calcolare
'anomalia. Infatti abbiamo

cosl9P:—2l5 = SP:arccos(—zlSj.

2 2

Esempio 17.3. Sia E :f—6+% =1 l'eq. cartesiana di una ellisse. Determinare 1'anomalia eccentrica

del punto P, nel primo quadrante, di intersezione tra £ e larettadieq. y=x.
Consideriamo l'eq. parametrica dell'ellisse



x=4cos 4
{ 36[0,27[].

y=3sinY

Il parametro ¢, detto anomalia eccentrica del punto P sull'ellisse, ¢ I'angolo formato dal semiasse
positivo delle x e il raggio della circonferenza di raggio 4 che passa per il punto della circonferenza
avente la stessa ascissa di P.

Troviamo prima le coordinate cartesiane del punto P mettendo a sistema le equazioni cartesiane
dell'ellisse e della retta

2 2 2 2

S | S| 9x2 +16x> = 144 12
16 9 = 16 9 = = y=x=—.

y=x S
y=x y=x

Per trovare §,, dalla prima eq. x, =4cos$ abbiamo
cos Y, = 3 = 8, =arccos (Ej :
5 5
Si puo utilizzare anche la seconda eq. y, =3sin$, da cui

. 4 . (4
sing, = 3 = 8, =arcsin (g)

Esempio 17.4. Calcolare I'integrale doppio ” dxdy

( ; 2)2 dove D ¢ definito dalle disuguaglianze
p\Xx +Yy

V3

Le equazioni parametriche delle circonferenze di eq. x*+3°=9 e

x>0,9<x*+y"<25¢ Syﬁx\/g.

x” + y* =25 sono rispettivamente

x=3cos 9 x=5cos9
e
y=3sin$

y=5sin9
Conviene, quindi, considerare la trasformazione in coordinate polari
X =pcosd
y=psind
con la seguente limitazione sul raggio vettore p e [3,5] . Per determinate le limitazioni

dell'anomalia 9 € [3 4 ] , troviamo 1 punti di intersezione tra la circonferenza minore e le rette

min® ~ max

di eq. y:% e y:x\/g.

2
X +y°=9 Prl=9 x:ﬁ
¥ = 3 = 32
Y=7 - _2
NE) Y= y=3

= 4. =

Dall'eq. x =3cos$, troviamo cos 3, = in =

©| &
3

Analogamente



3
{x2+y2:9 {x2+3x2:9 X_E
= = 3

y= X3 y= 3 3
y=
2
. 1 T
Dall'eq. x =3cos &, troviamo cos$ , =— = & = 3

La trasformazione in coordinate polari ¢ allora la seguente

Doy o35

y=psind

Quindi il dominio D di integrazione iniziale si ¢ trasformato in un rettangolo E = [3,5] X [%,%} del
nuovo piano coordinato (polare) p3.
Calcoliamo il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile

cos$ —psind
J(p.9)= P

sind pcosd -

Allora l'integrale doppio diventa
[[—ddr__ [dedd gjdp (2_”)/)_‘25_1(_1)(L_1)_4_”
24 37) 3 6) -2, 6L 2){25 9) 675

D (X +y ) E
Esempio 17.5. Calcolare l'integrale doppio ”

G\\N'-—.wm

dove D ¢ definito dalle disuguaglianze
1+ \/x +y°

x>0, >0, x¥’+)°<16e y<2x. (9=2x

L'equazione parametrica della circonferenza di eq. cartesiana x* + y> =16 ¢& .,

{x =4cosd

y=4sind , o] ; />)c
Conviene, quindi, considerare la trasformazione in coordinate polari H | /’)(Zi‘( 2ti7
X = pcosd 4
y=psing

con la seguente limitazione sul raggio vettore p € [0,4]. Per determinate la limitazione superiore

dell'anomalia 4 € [0 4 ] basta ricordare che il coefficiente angolare della retta y =2x coincide

max

con la tangente dell'angolo 4 cio¢ tand_ =2 da cui ricaviamo &  =arctan2 (questo

max max max

ragionamento funziona solo per i punti della circonferenza ma non per i punti dell'ellisse. Inoltre se
la retta fosse stata y = —2x e quindi il punto P si fosse trovato nel 2 quadrante allora dalla relazione

tang, =-2 segue 4, =arctan(-2)+7);
La trasformazione in coordinate polari ¢ allora la seguente




= pcosY

{x r _ (p,9)€[0,4] x[0,arctan2].
y=psind

Quindi il dominio D di integrazione iniziale si ¢

trasformato in un rettangolo
E =[0,4]x[0,arctan 2] del nuovo piano coordinato (polare) p9.

Il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile ¢

cos$ —psind
J(p.9)= =

sing pcos

Allora l'integrale doppio diventa

” dxdy  _ ” pdpd9 "t

4
= [ a9[—L—dp =arctan2
s l+yx+y> 7 1+yp ! £1+\/ poue J 1+4/p

Ponendo p =u’ siha

2

u’
arctan 2 j
0

2
arctan2 j(u —u+1- jdu=
1+u p 1+u

2

3 2 2
=2(arctan2)(u?—%+u—ln(1+u)J =2(arctan2)(§—%+2—ln(3)) = 2(arctan2)(§—ln3).

0 0

Esempio 17.6. Calcolare l'integrale doppio HL% dove D ¢ definito dalle disuguaglianze

D (x2 _,_yz)i

X’ +y ' <lel3x+11y-92>0.

i
g

Troviamo i punti di intersezione tra la circonferenza x’+3)° =1 e la

=

retta 3x+11y-9=0

2
X +y =1 x2+(9113xj =1
1. 9-3x = o 1
T 27
11
4
65 —27x-20=0  |% =——,x, ==
13 5
9 —3x - 12 3
r= Y=y, =
1 Y1377 s

I punti di intersezione sono A i,i e B —1,2 .
5 1313
: . . . |x=cosd . . : L
L'equazione parametrica della circonferenza ¢ g’ Troviamo i valori delle anomalie dei
y =sin
punti 4 e B.




Per il punto A4 si ha %: cos$, =4, = arccosi.

Per il punto B si ha —% =cosy = % = arccos(—%} .

Consideriamo la trasformazione in coordinate polari

X = pcosd
y = psing

con la seguente limitazione sull'anomalia $e€ [19A,193] . La limitazione del raggio vettore ¢
pE [pmin,l]. Per ottenere la limitazione inferiore, basta considerare 1'equazione polare della retta
3x+11y—-9=0, cio¢ l'eq della retta in coordinate polari ottenuta esplicitando il raggio vettore p
in funzione dell'anomalia 4. Si ha

9
3cos P +11sind

3pcosI+1lpsing-9=0 = p=p(9)=

La trasformazione in coordinate polari ¢ allora la seguente

= g
{x PERT (5, 9)eE.
y=psind
9
dove E={(p,3)eR’ /3, <3< I <p<lt.
{(p )E 4 5 € 3cosF+11sin S » }

Il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile ¢ J ( p.3)=p.

Allora l'integrale doppio diventa

ﬂ dxdy _ijdpdg—IdSI 1y :_:de‘g{ll(g)zzjj(ﬁ—ljwz

( +y ) E P P(‘g)p P

_ J(3cosg+lls1n9_ljd3_ 3[51n8] lgl[cosg] (8,-9,)-
9y

A

112 3 5 4 5 4) 14 5 4
==|—-= ————|—| arccos| —— |—arccos— | =———| arccos| —— |—arccos— |.
3\13 5 13 5 13 5 9 13 5

Esempio 17.7. Calcolare l'integrale doppio ” %dxdy essendo D il semicerchio di ordinate
N Xty

y >0, avente centro in (1,0) e raggio 1.

Siccome il centro della circonferenza non ¢ l'origine ma il punto (1,0) si puo pensare di considerare
la trasformazione polare

x=1+pcosd

{ P (p.9) <[0,1]x[0,7].

y = psind

In tal caso si ha



(1+pcos9)p

”—dxdy jdsj

X +y < 1+2pcos 9+ p’

Notiamo che mentre il dominio si ¢ semplificato, la funzione da integrare no.
Proviamo allora con la seguente trasformazione polare

= 9
? e (%9kﬂumJ{Q%}

y=psing
Per ottenere la limitazione superiore del raggio vettore, basta considerare 1'equazione polare della
circonferenza (x - 1)2 +y° =1, cio¢ l'eq della circonferenza in coordinate polari ottenuta

esplicitando il raggio vettore p in funzione dell'anomalia 4. Si ha
(,ocos&'—l)2 +p’sin?9=1 = p=p(9)=2cos9

Il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile ¢ J ( p.3)=p.

Allora l'integrale doppio diventa

7[

[SIE]

”mdxdy jdg { p;os3dp 2jcos 9d9 = f1+cos(29))d9 {19 @} _%'

0

Esempio 17.8. Sia a I'angolo convesso del piano xy avente come lati la semiretta » di equazione

3 : . .
y= _XT con x < 0 e la semiretta s di equazione y = —~_ con x> 0. Calcolare ” x’y’dxdy , dove

23
2 2

D ¢ il compatto del piano xy i cui punti soddisfano la disequazione f_6+y7 <1 e giacciono non

esternamente all'angolo a.

2 2

: . . . . X X
Troviamo il punto di intersezione tra 1'ellisse E-’_y? =]l elaretta y=—= conx>0.

23

y 2

—+—=1 —+—=1 —x =1

16 4 _ 16 48 L4 N {x 2f (2\/— 1)
x yo X po X b=
NG 23 243

2 2

: . . : : 3
Troviamo il punto di intersezione tra 1'ellisse f_6+y7 =l elaretta y= —XT conx < 0.

e et U e
= = = = B —2,\/5.
N B G {y:ﬁ (-23)

2 2 YT

Troviamo le anomalie eccentriche dei punti 4 e B. L'equazione parametrica dell'ellisse ¢

x=4cos 9
y=2sinY



Abbiamo x, =4cosd, = 23 =4cosd, = cosd, :g = 9, :%.

. 1 T 2
Abbiamo x, =4cos8, = -2=4cosP, = cosI, = 3 = = 3737
Conviene considerare allora la trasformazione in coordinate polari

x=2pcosd
y=psind

3
Il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile ¢ J ( P, 3) =2p.

con pef0,2] e 196[762. 27[]

Allora l'integrale doppio diventa

2
=

x*y*dxdy = 8[| p’ cos® $sin® 9d pd § = 83 cos’ sin’ 9d92 p’dp=
D E 4 0
6

2
cos® sin? Sdg—@

3

6
=8| cos® Isin’ SdSIdep 8{";} cos’ Isin* $d 9 =

0

o\N'—."”AN
@‘.\\1'—.""’.\\‘1"’
O\N'—rw“\)

Dalla formula di duplicazione, abbiamo
sin’ (29)  1-cos(49)
= . )

sin29=4cos* 9sin* ¢ = cos’ gsin’* 3=

Quindi

[

2
3

O\\N'—rw,\“lw

. Eﬂ'
(1—cos(419))d,9=2 (Eﬂ_ﬁj_{sm(%')} 32{__1(Sin§ﬂ'—Singﬂ'j}=E7[,
3 (\2 6 4 = 312 4 3 3 3
6

Esempio 17.9. Sia D una lamina circolare omogenea di raggio R. Calcolare il momento d'inerzia
rispetto al centro.

Il momento d'inerzia di una lamina piana circolare di raggio R ¢ dato dall'integrale doppio
I = ”u xy xy)dxdy,

dove u(x,y) ¢ladensita e d(x,y)=+/x"+ > ¢ la distanza di un generico punto P della lamina
dal centro.

Poiché la lamina ¢ omogenea, cio¢ la densita ¢ costante, abbiamo 7 = u J‘J.(x2 + yz)dxdy
D

Con la trasformazione in coordinate polari si ottiene

4

R 2z
I= y”(xz +y2)dxdy = ,ujdpj pd9 =7Z'/JR7.
D 0 0



Posto M = uzR* la massa della lamina, si ha infine 7 = %MRZ.

Le trasformazioni regolari di coordinate nello spazio sono generalmente di due tipi: lineari e
polari.

Le trasformazioni lineari si utilizzano soprattutto quando il dominio di integrazione D ¢ un
poliedro (per esempio un parallelepipedo o una piramide) che non ha nessuna faccia parallela ad
uno dei tre piani coordinati. In tal caso il poligono viene trasformato in un nuovo poliedro E che,
rispetto al nuovo sistema di riferimento, ha almeno tre facce parallele ai piani coordinati.

In particolare se il poligono di partenza ¢ un parallelepipedo allora ¢ possibile considerare una
trasformazione tale che tutti e sei le sue facce siano, a due a due, parallele ai nuovi piani coordinati.
Questo ovviamente rendera piu semplice l'applicazione della formula di riduzione per il calcolo

degli integrali tripli in quanto le funzioni a(x, y) e f (x, y) delimitanti il nuovo dominio

risulteranno costanti.

dxdydz

Esempio 18.1. Calcolare l'integrale triplo ” _[ - dove P ¢ la piramide di vertici

? (x2 +y*+2°
A(1,1,1), B(4,3,0), C(2,5,0), D(0,2,5).

Nessuna faccia della piramide ¢ parallela ad un piano coordinato.
E’ possibile trasformare tre delle quattro facce della piramide in
modo tale da renderle parallele al nuovo sistema di riferimento |
uvw.

Calcoliamo I’equazione cartesiana della faccia ACD:

x y z 1 x y=-2 z=-5 0

I 1 11 1 -1 -4 0

2 5 01 2 3 -5 0

0 2 51 0 2 5 1
x y-2 z-=5
1 -1 —-4|=0
2 3 -5

5x-8(y—2)+3(z-5)+2(z-5)+12x+5(y-2)=0
17x-3(y-2)+5(z-5)=0 = 17x-3y+5z-19=0.

Calcoliamo I’equazione cartesiana della faccia ABD:

x y=-2 z=5 0

y z 1
x y-2 z-=5
I 1 11 I -1 -4 0
=0 = =0 = |1 -1 —41=0
4 3 0 1 4 1 -5 0
4 1 =5
0 2 51 0 2 5 1

5x—16(y—2)+(z—5)+4(z—5)+4x+5(y—2):0
9x—-11(y-2)+5(z-5)=0 = 9x—-11y+5z-3=0.

Calcoliamo I’equazione cartesiana della faccia ABC:



x y z 1 x=2 y=-5 z 0
x=2 y-5 z
I 1 11 -1 -4 1 0
=0 = =0 = | -1 -4 1|=0
4 3 01 -2 00
2 -2 0
2 5 01 5 01

2(y=5)+2z+8z+2(x-2)=0
2(x=2)+2(y-5)+10z=0 = x+y+5z-7=0.

Consideriamo ora una trasformazione lineare di coordinate che associa ai piani ABC, ACD e ABD
del riferimento xyz altrettanti piani A’B’C’, A’C’D’ e A’B’D’ paralleli ai piani uv, uw e vw del
nuovo riferimento uvw:

u=17x-3y+5z

v=9x—-11y+5z

w=x+y+5z
Con questa trasformazione
al piano ACD si ¢ associato il piano A’C’D’ di eq. u =19 parallelo al piano coordinato vw;
al piano ABD si ¢ associato il piano A’B’D’ di eq. v =3 parallelo al piano coordinato uw;
al piano ABC si ¢ associato il piano A’B’C’ di eq. w =7 parallelo al piano coordinato uv.

La trasformazione lineare inversa (che si ottiene invertendo la matrice dei coefficienti), necessaria
per il calcolo del determinate jacobiano, ¢

3 1 1
X=—U——V———W

40 40 20

1 1 1
y=—uU——Vv+—w

20 10 20

1 1 1
Z=——U+—V+—=W

40 40 5

Il determinate della matrice jacobiana ¢
ox Ox Ox 3 1 1

ou ov ow| |40 40 20 s 1
J(“s"aw)za—y oo Lo Lo L1, L
ou v ow| |20 10 20| 404020]" ° | 800

e oo |11 1
ou Ov ow 40 40 5

Calcoliamo I’eq. del piano passante per i punti B’'C’D’. Si ha B'(59,3,7), C'(19,-37,7) e

D'(19,3, 27) , quindi I’equazione cartesiana della faccia B’C’D’ nel riferimento uvw ¢:

u-19 v-3 w-27 0

u v w 1
u—-19 v-3 w-=-27
59 3 7 1 40 0 =20 0
=0 = =0 = | 40 0 20 [=0
19 37 7 1 0 -40 20 O
0 -40 =20
19 3 27 1 19 3 27 1



~1600(w—27)~800(u~19) +800(v—3) =0
2(w=27)-(u-19)+(v=-3)=0 = -u+v-2w+70=0.

Al punto A resta associato 1 punto A’(19,3,7) . Disegniamo la figura.

.D'(19,3,7)

C'(19,-37,7) A'(19,3,7)

«A"(19,3,0)
'(59.3,7)

u

Il dominio di integrazione diventa L'insieme

Ez{(u,v,w)eRW(u,v)eT e 7Sw£70—_u+v}

2
dove

T={(uv)eR /19<u<59 ¢ u-56<v<3|

dove v =u—56¢ la retta passante per i punti B'e C'.
Calcoliamo l'integrale

70-u+v 70-u+v
dxdydz i dw 25 (u—v+ 2W)73 2
e 1 L e et L |

3

:%J‘TI[(M—V+14)3 _(70) ]dudv— 2—de j [ u— V+14)_3—(70)_3]dv=

19 u—=56

= és‘) du l:w_2 - (70)’3 VT = 259[(” +1 1)72 _ (70)72 59 _)u]du —

124 2 - (70)

9
25 1% B 20 1% 25| 1 |(59-u) T L
—E{E{[(u+ll) du—W—W (59—u)du _:E W > —E|:(M+11) :|1
19

_25) 1 ((40) _l(L_L)_ﬂ _i{_i+L_L}_ﬂ
12 70° 2 270 30 702 12 343 21 49 3087



La trasformazione polare nello spazio (o in coordinate sferiche) si utilizza quando la frontiera
del dominio di integrazione D ¢ composta da una o piu sfere o ellissoidi o da tratti di esse. Essa ¢
definita dal sistema

X = pcos@sing
y = psingsin g
z=pcosd

con i parametri p, ¢ e 4 variabili in opportuni intervalli.
Questa relazione fornisce le coordinate di un punto P sulla sfera centrata nell'origine e raggio o,
detto raggio vettore. Esso si esprime mediante le coordinate cartesiane del punto P nel modo

seguente p=+/x" +y* +z°.

I parametri ¢ e $ sono rispettivamente 1’angolo formato tra il semiasse
positivo delle x e il piano passante per 1’asse z e il punto P, e ’angolo
formato tra il semiasse positivo delle z e il raggio della sfera passante per
il punto P. Essi variano rispettando le limitazioni 0<@ <27 e
0<9<r.

Se si fanno variare i parametri p e ¢, mantenendo costante il parametro
@, si descrive un semipiano, mentre se si fanno variare i parametri p € ¢, mantenendo costante il

parametro ¢, si descrive la superficie laterale di un cono.

) Qs cosHpwrE APeTERRa——

N

L“\i

Il determinate della matrice jacobiana della trasformazione in coordinate sferiche vale

o op 08 cos@sing —psingsind pcos@cos S
J(p,(p,&‘):% % %=singpsin8 pcosesinG  psin@gcos Y| =
cos Y 0 —psin G
x & o
op Op 08

cos@sind —singsing cos@cosY
= p’lsinpsin @ cos@sing sinpcosd
cos 4 0 —sin 4
=p’ (—sin Gcos’® psin® 9—sin Isin’ pcos® $—sin Fcos” pcos® 3 —sin Isin® psin’ 9) =—p’sind.
Ricordiamo che nella formula del calcolo integrale con il cambiamento di variabile, bisogna
considerare il determinante jacobiano in valore assoluto.



dxdydz

2\3/2

Esempio 18.2. Calcolare l'integrale doppio ”I dove D ¢ definito dalle

Dx+y+

disuguaglianze 9<x*+y*>+2z° <25.
Conviene considerare la trasformazione polare (o in coordinate sferiche)

X = pcos@sin g
y=psingsing (p,p,9)eE =[3,5]x[0,27]x[0,7].
z= pcosd

Il valore assoluto del determinate della matrice jacobiana della trasformazione in coordinate
sferiche ¢ ‘J(p,(p,&)‘ = ‘—pz sin 19‘ =p’sin 4.

Allora l'integrale triplo diventa

dxdyd 9dpdpd$ °f T . il 5 5
Jy(szr;ij )3/2 ﬂjp sn(lp )é)/z(/’ _ £d¢£51n9d3£;dp=2ﬁ[0059]2 ln§=47r1n§

Esempio 18.3. Calcolare l'integrale triplo j” zdxdydz dove D ¢ definito dalle

X+ 4z’

disuguaglianze x>+’ +z°<4 e z2+/3.

Il dominio di integrazione ¢ la regione dello spazio delimitata dalla /EEEN| ] “ 'b 1
sfera di equazione x> +1°+2z> =4 e dal piano di eq. z=+/3. Sitratta | [ |
di un dominio normale rispetto al piano coordinato xy definito come = |
segue: LT

D={(x,y,z)eR3/(x,y)eCe\/gSzS\M—xz—yz}xz+y2+zz34

dove C ¢ il cerchio la cui frontiera ¢ la circonferenza che si ottiene dall’intersezione tra la sfera
¥’ +y*+z° =4 eil piano z = V3 che ha, quindi, equazione x* + y* +3=4 cioé¢ x* +y’ =1.
Risolviamo I’integrale senza cambiare le variabili. Si ha

5 [ j - e[l

:J‘CJ‘(2—«/x +y +3)dxdy= 2jcjdxdy—jcj(m)dxdy =2mis(C)—J;E|‘(\/m>dxdy:

Passando a coordinate polari nel piano abbiamo
1

=2ﬂ—Td9ip(m)dp: 27 -21 @ - 27{1—1((4)3 _(3)§n:

3

=§;{3_(4)3+( )2 j:—z(sf 5). O

Proviamo a risolvere I’integrale mediante il cambio di variabili a coordinate sferiche. Si ha



X = pcos@sinG

y=psingsing (p,0,9)€E =[pn.2]x[0,27]x[0, 9. ]-

z=pcosY
Il valore assoluto del determinate della matrice jacobiana della trasformazione in coordinate
sferiche ¢ ‘J(p,(p, 19)‘ = ‘—pz sin 19‘ =p’sin .

Per calcolare & , sfruttiamo la terza eq. in coordinate sferiche con p=2 e z= J3;siha

X

\/§=2cosl9 = cosd :ﬁ = 4 =—.
max max 2

Per ottenere la limitazione inferiore p, . del raggio vettore, basta considerare I'equazione polare del

piano z =3 , cioe l'eq del piano in coordinate polari ottenuta esplicitando il raggio vettore p in
funzione del parametro ¢ . Si ha

3

9 9
V3= peoss = p= p() cos§

Allora l'integrale triplo diventa

n
372

J'” ZdXdde J'dgpj.cosgsm 9d 9 I pdp= 27zjcosl9s1nl9dl9{/; } =

X+ 4z V3

cos &

0059

n
6

=2r §J.cos&sm 9d G —
3

0

s

‘a2 6 z
cosSsmng =27 § sin” 9 —\/g[cos’l 19]" =
3 2, 0

0 COS

E
—2r %sm Z _J3cos” ( j ] 27[(——2+\/_j 7(3v3-5).

Si ¢ visto, in precedenza, come a volte sia opportuno considerare una trasformazione di
variabili in coordinate polari (nel piano o nello spazio) di tipo generalizzato. Questo accade, per
esempio, nel caso in cui il dominio di integrazione sia definito da una piu circonferenze (o tratti di
esse) non centrate nell’origine, oppure da una o piu ellissi (o tratti di esse) centrate o meno
nell’origine. Ricordiamo, inoltre, che la scelta della trasformazione di coordinate va fatta anche
considerando 1’espressione della funzione da integrare. In questa lezione studieremo altri casi di
questo tipo.

Esempio 19.1. Calcolare l'integrale doppio J] xydxdy dove D ¢ definito dalle disuguaglianza
D
¥+ —4x—6y-12<0.

Ricordiamo che una equazione del tipo ax’ + bxy+cy” +dx+ey+ f =0 rappresenta una conica nel
piano. Piu precisamente

e se b’ —4ac>0 &unaiperbole;
e se b’ —4ac=0 ¢&una parabola;
e se b’ —4ac<0 ¢&unaellisse. In particolare se =0 e a = c & una circonferenza.



Le coniche hanno gli assi di simmetria paralleli agli assi coordinati solo se »=0. In tal caso:

se a e ¢ sono concordi ¢ una iperbole;

se a e ¢ sono uguali ¢ una circonferenza;

se a e ¢ sono discordi ¢ una iperbole;

se a € ¢ sono opposti ¢ una iperbole equilatera.

Quindi I’eq. x*+)y*—4x—6y—12=0 rappresenta una circonferenza non centrata nell’origine.
Possiamo scrivere I’equazione in modo equivalente (x —2)2 +(y- 3)2 =25. Quindi il dominio di
integrazione ¢ un cerchio di raggio 5 centrato nel punto (2, 3).

Se utilizzassimo la trasformazione in coordinate polari

X =pcosd
y = psing

dovremmo considerare 1’equazione polare della circonferenza per delimitare il raggio vettore
p complicando, a causa dell'espressione della funzione integranda, notevolmente i calcoli.

Conviene, in questo caso utilizzare una trasformazione in coordinate polari traslata, che tiene conto
cioe del decentramento della circonferenza nel punto (2, 3).

{x:2+pcosl9 (p,9)e E=[0,5]x[0,27].

y=3+ psin 4

Possiamo notare che il cerchio D si ¢ trasformato nel rettangolo E. Inoltre I’espressione della
funzione integranda non complica eccessivamente il calcolo dell’integrale doppio. Abbiamo infatti

nydxdy = J‘J.p(2+pcos 3)(3+psin B)dpdg =
D E

=2J£[a’3j.(6p+2p2 sin 3+3p° cos 3+ p’ cosSsinS)dp=

0 0

2z 5

!

2w 27 27
- I(75+?sin3+12500s3+g45c0s19sin19jd19: 75jd3= 75jd9=1507r.
0 0 0

4
d8[3p2 4—%,03 sin 9+ p’ cos&H—%cos&sin&} =

0

a+2rw a+2rw
Abbiamo sfruttato il fatto che J. cos” 9sin9d 9 = J. cos gsin” 9d9=0.

Esempio 19.2. Calcolare J.J.(2x+3y)dxdy, dove D ¢ il compatto del piano xy i cui punti
D

2 2 i
T .
soddisfano la disequazione ;C—6 +2 < I, x>20e 0<y<x. 2

|

ns

Sy

2 2

. . .. . . X
Troviamo il punto di intersezione tra l'ellisse £+i}—6 =1l elaretta y=x conx>0.




2 2 2 2 576 X =—
%+ly—6=1 - %+i‘—6=1 L Y= o J13 :B( 12 12)
y=x y=x y=Xx :_12 MERNED)
Ji3
Troviamo 1’anomalia eccentrica del punto B. L'equazione parametrica dell'ellisse ¢
x=6cos Y
y=4sind

12 2 2
Abbiamo x, =6cos¥, = —=6cosd, = cosI, =—— = , =arccos—.
B B B B \/ﬁ B \/B

J13

Si possono utilizzare, in modo equivalente, anche le seguenti formule:

.3
da y, =4sn4, = £:4sinl93 = sinQB:% = :9B=arcs1nﬁ;

J13

3
da &=gtan.93 = l:gtanSB = tanzSIB:i = §, =arctan—.
xy, 3 2 2

Conviene considerare allora la trasformazione in coordinate polari generalizzate

x=6pcos9
F)e E=[0,1{x]0,9,].
M COR SN RES

Il determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile ¢
ox Ox
% 09 6cosd —6psinG
oy Oy _[4sin19 4pcos 9

op 09

Allora l'integrale doppio diventa

j ¢ J(p,9)=24p.

1 S,
”(Zx +3y)dxdy = ”(12pc058+ 12psin 8)24pdpd 9 =288 p’dp [ (cos 9 +sin 9)d9 =
D E 0 0

2881 3. 9 : 3 2 1
=— sin3—cosY| " =96(sinY,; —cosJ,+1)=96| ———=+1|=96| —+1|.
3 (P I =966, 059, 1) =96 et =96 01
2
Esempio 19.3. Calcolare I J %dxdy , dove D ¢ il compatto del piano xy i cui punti soddisfano
5 ax +y
la disequazione 4 <4x”+)° <16, x>0e y>0. . ;'\f”‘j 1 ‘
Il dominio di integrazione ¢ la regione del primo quadrante compresa tra le due | = \&\i‘ umEE.
ellissi di equazione cartesiana HEE EZa NN i
EE e N
2 2 2 Oy Ea @RI £
=1 e T4l og SNAS A ey e
4 4 16 HG At
/| 2
e RmEEE mEE

Utilizziamo la seguente trasformazione in coordinate polari generalizzate

X =pcosY T
3)e E=|12|x|0,—|.
{y:2psinl9 (,0, )e [’ ]X[ ’2}



I determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento

o o

op 08 ¢ —psind

r _| ©® AR g (pa8)=2p.
& 2sin$ 2pcosd

op 08

Allora l'integrale doppio diventa

T

2 2 2 2 2
¥ 4p°sin” 9 .2
———dxdy = 2pdpd S =2|pdp|sin - 9d 9 =
J;J4x2+y2 4 J;J4p200528+4pzsin28 pap !p pvo[

51 .
:[pzTIl c0528d8: g{g_stST _ én’
T 2 2 |, 4

Esempio 19.4. Calcolare ” y*dxdy , dove D ¢ il compatto del piano xy
D

disequazione 25x> +43” —150x—32y+189<0 e 15x -8y —13<0.  DFEEEES i enEEESEE
. 2 2 . . . W T \/A_ 5 ;q) o
La conica 25x" +4y  —150x—-32y+189 =0 ¢ una ellisse con gli assi | I/\/\l/’ Q‘% } 1 !
paralleli agli assi coordinati. L'eq. puo essere scritta in modo equivalente |+ [ * 1L i : LJ
-3)’ —4Yy i AR A
(5x—15)2 +(2y—8)2 =100 ovvero (x 2 ) + (y25 ) =1; quindi I'ellissi ‘i\/ i 71 g
@ <]
[ R 4) ,,‘77 1,
risulta decentrata nel punto (3,4) ed ha semiassi rispettivamente 2 e 5. L amEmmEl
Troviamo i punti di intersezione A e B tra la retta 15x -8y —-13=0 e AnmmEN | B
l'ellisse 25x° +4y° —150x —32y +189 = 0 mettendo a sistema le eq.
25x* +4y% —150x-32y+189=0
_ 15x-13
4 8
2
25x +4(15x_13j —150x—32(15x_13j+189 =0
8 8
_15x-13
TR
75£40
25x> —150x +161=0 X, 5= 23 7
’ 25 xA = xB == 23 7
15x-13 = = 5 e = A|—,7|e B| —,1].
y= 15x-13 _ _ 5 5
8 = 3 ya=171 V=1

di

variabile

¢

i cui punti soddisfano la

Troviamo le anomalie eccentriche dei punti 4 e B. L'equazione parametrica dell'ellisse ¢

x=3+2cosd
y=4+5sin$

Abbiamo y,=4+5sin$, = 7=4+5sinY, = sin19A=§ = 19A=arcsin§.




x,=34+2cos¥, = §=3+2C0819A = cosl9A=% = 19A=arccos%.
e .3
Quindi avremo 4, =7 + arcsmg.

sind, =sin(3, +7)=-sin, =—% e cosd, =cos(9,+7)=—cos9, =—%

Consideriamo la trasformazione in coordinate polari generalizzate e traslate

{x=3+2pcosl9

,3)e E=10,1|x]9,,%.].
y=4+5psing con(p )e [ ]X[A B]

I1 determinante della matrice jacobiana relativa al cambiamento di variabile ¢
Ox Ox

op 09 (2(30519 —2psin G

»
op 08
Allora l'integrale doppio diventa

e J(p,8)=10p.
5sin 4 5pcosz9j (p.9) o

| j Vidxdy = j [(4+5psin9)’ 10pdpd 9 = 1oj pde (16+25p” sin’ 9 +40psin 9)d 9 =
D E 0

94

1 93
= SI pdpj (32 +25p> —25p° c0s29 + 80psin S)dS =
0 9,
0 [ sin29 o
:5Ipdp 328+25p28—25pzT—80pcos\9} =
0 L 94

= sj pdp|(32+25p°)(9,-9,)-25p
0

,8in29, —sin29,

—80p(cos 9, —cosSA)} =

55

1 . .
ZSIpdp (32+25pz)n_25p2ZSIH\(}BCOSSB;2SIHSACOSSA_8Op( 4 4}}
0

= 5]1' pdpl (32+25p% )+ 128p} - Sjpdp[(32+25pz)n+ 128p} = 5_1[(327cp+251tp3 +128p)dp =
0 - 0 0

1

_ M5 640

25 128
=5/ 16mp* +—mnp* +—p° T
[ p+ pl y 3

3

Definizione. Data una lamina piana (cio¢ un compatto misurabile di R”) di densita superficiale
p(x, y) (funzione continua non negativa), le coordinate cartesiane del suo baricentro G(Gx,Gy)

sono date dai seguenti integrali doppi:

” xu(x,y)dxdy ” yu(x,y)dxdy

B Tju(x,y)dxdy ’ @ = Tju(x,y)dxdy .

GX



Ricordando che I’integrale ” u(x, y) dxdy = M rappresenta la massa della lamina, abbiamo
D

1 1
G, :M_gxu(x,y)dxdy, G, :M_gyu(x,y)dxdy.
Inoltre, se la lamina ¢ omogenea, cio¢ la densita p(x, y) ¢ costante, allora risulta

J.I xdxdy ” xdxdy J.I yu X y)dxdy J.I vdxdy

J.Idxdy Area(D) = ”p x,y)dxdy Area(D).

Esempio 19.5. Calcolare le coordinate del baricentro della lamina piana omogenea D definita dalle
disequazioni 0<y<4—x°.

La lamina D ¢ la regione delimitata dalla parabola di eq. y=4—x" ¢ dall’asse Jf J4 \ } m

delle ascisse. Poiché D ¢ simmetrico rispetto all’asse y, si ha che il baricentro della |
lamina giace sull’asse delle ordinate, quindi G_=0. Inoltre, essendo la lamina = |

9\1 |

omogenea, abbiamo

2 4-x? 5
ijydxdy_ id;! Yy jd;{ 2} ;

—
—_
AN
|
=
(5]

N—
[SS]
&
I
|
i

7 T2 2 32
Area (D) 2[(4—x2)dx 5 4x_xi 5
o 3,
2 5 2
j16 8 +x' )= = | 16x— 2 42| =2
BERX D) 37 5 s

Definizione. Dato un solido (cio¢ un compatto misurabile di R*) di densita superficiale p(x,y,z2)

(funzione continua non negativa), le coordinate cartesiane del suo baricentro G(Gx,Gy,GZ) sono

date dai seguenti integrali tripli:
J..” xp(x, v, z) dxdydz J.J.I yu(x, v, z)dxdydz ”J. zu(x, v, z)dxdydz
D D

G =2 , G = , G, = .
”J. u (x, v, z) dxdydz ’ J.J.I 1) (x, v, z) dxdydz ”I 1) (x, v, z) dxdydz
D D D

Ricordando che I’integrale ” u(x, v, z)dxdydz = M rappresenta la massa del solido, abbiamo
D

1 1 1
G, :Hj.gxu(x,y,z)dxdydz ,» G, :Hj.gyu(x,y,z)dxdydz, G, ZHjijzu(x,y,z)dxdydz.
Inoltre, se il solido ¢ omogeneo, cio¢ la densita p(x, y,z) ¢ costante, allora risulta

m xdxdydz j [[ xdxdydz j [[ yexdyaz j [[ yexdyaz j [[ zdxdydz j [[ zaxdydz

IJ.J.dxdydz Volume J.J.I dxdydz Volume(D) » 0. = IJ.J.dxdydz Volume( )

11
l

€ W
=T



Esempio 19.6. Calcolare le coordinate del baricentro del solido omogeneo D definito dalle
2 2 2

dlsequ321on1?+—2+?ﬁl e z2>0.

2 2 2

I1 solido D ¢ la regione dello spazio delimitato dall’ellissoide di eq. —2+%+Z—2:l e dal piano
a c

coordinato xy. Poiché D ¢ simmetrico rispetto all’asse z, si ha che il suo baricentro giace su tale
asse, quindi G, = G, =0. Inoltre, essendo il solido omogeneo, abbiamo

I J. J. zdxdydz
G =————
* Volume(D)
Conviene considerare la seguente trasformazione in coordinate sferiche generalizzate

X=apcos@sing
y=bpsinpsing (p,p,9)eE= [O,I]X[O,Zﬂ]x[o,%}
z=cpcosY

I1 determinate della matrice jacobiana della trasformazione

o op 09 acospsing —apsingsinG apcospcosY
J(p,(p,&‘):% 2—; %zbsianSmQ bpcospsing  bpsinpcos 9| = —abcp’sin 9.
ccos 9 0 —cpsind
0z 0z Oz
op op 09
Abbiamo

cos’ 9 |’
cos 9sin 3d9 ; 2

5 3
G, = c . c =—Cc——F-=—cC.
Volume (D) 4 [cos9]x

jpzdpzfd(p.z[sin 9d9 .zfsin 949 2
0 0 0 0

oct—

”_[ zdxdydz jp3d pzf d(sz. cos 3sin 9d 9
__D 0 0 7

AN

Si poteva sfruttare la formula relativa al volume dell’ellissoide di semiassi a,b e ¢, cio¢
V(ellissoide) :gnabc. Il volume di meta ellissoide ¢, allora, %nabc. Quindi per calcolare G,

basta calcolare ’integrale a numeratore, cio¢

T

1 2n 2
dxdyd 3dp | do| cos 9sin 949 z
mz v zip p{ ‘P{ 33 3 [cos?9] 3
G, = =abc :—cIcosSsde\‘}:—c ==c.
4 7 4 8
gnabc gnabc S

2 2 2

Esempio 19.7. Calcolare H I zdxdydz dove D ¢ definito dalle disequazioni f—6+y—+z— <1, x>0,
D

25 9
y>0e z22{x"+y° .



2 2 2
11 solido D ¢ la regione nel I ottante dello spazio delimitato dall’ellissoide di eq. f—6+y—+z— =le

25 9

dalla superficie laterale del cono di eq. z=2x*+)" .

Determiniamo 1'eq. cartesiana della curva intersezione tra ’ellissoide e la superficie laterale del
cono

2 2 2 2 2 2 2 2
x_+y_+Z_:l Z—:l— x—+y— z=3|1- x_+y_
16 25 9 = <9 16 25) = 16 25 =
z=2x"+y’ z=2x"+ )’ z=2Jx"+ )
2 2
4(x2+y2)=9 - 2+ 73 2+@y2:1
16 25 = 144 225 .
z=2Jx>+ z=2x"+y’

Questa curva, considerata nello spazio, non rappresenta una ellisse perché ¢ sghemba (infatti non
giace su un piano ma sulla superficie laterale del cono). Tuttavia la sua proiezione sul piano xy

. . o . 12 5 o .
rappresenta un'ellisse di semiassi rispettivamente T e ——— ¢ costituisce la frontiera del
7 V10

dominio £ dell'integrale doppio che interviene nella formula di riduzione dell'integrale triplo.
Infatti £ si puo considerare normale rispetto al piano coordinato xy ed ¢ definito come segue

D—{(xy, )ER /(xy eE e 24yx*+y’° <Z<3’1 16 25 }

dove E ¢ il dominio nel piano xy delimitato dall'ellisse di eq. mx +2—25 y* =1 ovvero

2 2
d -+ Y >=1. Allora abbiamo

&)

xz yz 2 2

Xy
[[[ zdxydz = j j dxdy lf " e = I} dxdy{Z—ZT o =
D E E 2 2

2y N

=_”{ [ _E_EJ 4(x*+y? }dxd ==—U{ 13 109 }dxdy=

Per calcolare I'integrale doppio, consideriamo la trasformazione in coordinate polari generalizzate

X —£p00519
*/E (p,g)eE’=[o,1]x[o,ﬂ,
\/@psm

180

T

il cui jacobiano ha determinante J ( ol )

p . Siha,



:l”[9—9pzcosz8—9pzsin28] 180 pdpd9 = 810 J;d\‘}j-(p—ps)dp:
2] J7957 79574 4

) 47
4057 PP 4057
2 4 0 2

~ 7957 27957 °

Abbiamo visto alcune applicazioni fisiche dell’integrale doppio e triplo; in particolare si ¢
definito il momento d’inerzia di una lamina piana rispetto ad un punto fissato e le coordinate del

baricentro di una lamina piana o di un solido avente densita pari a u(x,y) e wu(x,y,z)

rispettivamente.

Definizione 20.1. Il momento d’inerzia rispetto ad un punto £, (x,,,), detto polo, di una lamina

piana D avente densita paria u(x,y) ¢

I = U,u X y x y)dxdy (20.1)

dove d(x,y)= \/(x - X, )2 +(y-», )2 ¢ la distanza del generico punto P della lamina dal punto P,.
Nel caso particolare di una lamina omogenea, cio¢ a densita costante x, il momento d’inerzia

rispetto al polo F, diventa
I= ,uﬂd2 (x,y)dxdy. (20.2)
D

Definizione 20.2. La formule (20.1) e (20.2), rispettivamente nel caso di una lamina non omogenea
e omogenea, definiscono il momento d’inerzia di una lamina piana D rispetto ad un’asse (per

esempio rispetto all’asse x o all’asse y) se d(x,y) rappresenta la distanza del generico punto P

della lamina dall’asse (d X, y |y| oppure d(x v |x| se I’asse coincide con I’asse delle ascisse

o delle ordinate rispettivamente).

Esempio 20.1. Calcolare la massa e il momento d’inerzia rispetto all’origine di una lamina quadrata
[O,a] X [O,a] di densita pari a ,u(x,y) — ke
Si ha

= ey —if] s sl [ [2] ey

0

I= ”,u(x y)(x +y )dxdy k” X +y ) e dxdy = kj 3‘dle‘(xz+yz)e2ydy:
0

ki xdxj(x +y2)d(ezy)= :%jehdx{[(xz +y2)ezy]z —2!ye2ydy}:
-2

0 0
3xdx{ X’ +a’ —xz—j.yd(ez) } I;je3xdx{ X +a2)eza—xz—[yez)']:+j-e2ydy}:
0 0 0

1 a t
:—I 3vd)c x +a’ —xz—aez“+—[ezy] }zﬁjel‘dx 2x2e2“+2a262” 2x2—2aez“+ez“—l}:
2 0] 49



_ (ez" —l)k ]ixze“dx+ (Zazez" —2ae* +e* —l)k .“'.63de _
2 0 4 0
2a “ 2 2a 2a | 2a
:(e 61)k_([x2d(e3x)dx+(2a e 2ale2 +e 1)k[e3x]Z=
2a “ 2 2a 2a | 2a
_ (e - l)k {[x2e3x]2 —2_([xe3xdx}+ (Za e 2ale2 +e l)k (e3“ _1) _
e* —1)k .24 i 2a%e* —2ae* +e* —1)k .
:—( - ) {a2e3 —g‘([xd(f )}+( - ) (e3 —1):
2a a 2 2a 2a |, 2a
_ (e : 1)k{aze3a_§[xe3x]z+§£63xdx}+(2a e 2ale2 +e l)k(e3"—1):
_ (62“ _l)k {a2€3“ _gae3“ +£|:63x}a}+ (2a232a —2ae* + e* —l)k (63a _1) _
6 3 9 0 12
_ (62a6_1)k {a2e3“ —gae“ +ge3” —%}Jr (2a2eza _2a1e22” +e% _1)k (e3” _1).

Esempio 20.2. Calcolare la massa e il momento d’inerzia rispetto all’asse z del solido D definito
dalle disuguaglianze > <x” +y” +z° <R* di densita pari a 4(x,y,z) inversamente proporzionale

alla distanza dall’origine.
11 solido D ¢ la regione di spazio compresa tra le due sfere centrate nell’origine e raggi r e R.
Siha

k

ﬂ(x,y,2)=ﬁ'
_ el xdydz
M _kjyy(x,y,z)dxdydz —k”jm ;

D
mediante la trasformazione in coordinate sferiche

X = pcos@sin g
y=psingsing (p,p,9)€E :[r,R]x[O,Zn]x[O,%}
z= pcosd

la cui matrice jacobiana ha determinate in valore assoluto pari a ‘J ( 0,0, l9)‘ = p’sin 4,
abbiamo

= kf pde dgofsin 9d 9= kx(R* —r*)[cos 9] = 2k (R =77).
r 0 0

La distanza d(x,y,z) di un punto generico del solido dall’asse delle z ¢ d(x,y,z)=+/x"+)".

Quindi abbiamo

1=kfff dedydz

Ji+yi+ 2’

Sfruttando la trasformazione in coordinate sferiche abbiamo



Izk.m‘ (x2+y2) dxdydz—kjp3dpjd¢js1n 9d8—— ]E 1—-cos 3 sin $d.9 =
0

DA+ Y+

=k_”(R4—r4)[—cos,9+COS;'9} =k_7z(R4 —r“)i:zk_ﬁ(R“ —r4).
0

2 2 3 3

Possiamo anche scrivere

1:2]‘7”(1{4—r4)= 2/‘7”(1{2 +r7) (R =r?) = %(R2 +r?).

Sia DR’ un dominio misurabile dello spazio. Allora il volume del solido D si pud calcolare
mediante I’integrale triplo

mis (D)= volume(D) = Iﬂ dxdydz .

Tuttavia, se il solido D si genera mediante una rotazione attorno ad un'asse coordinato, per esempio
all’asse z, di una lamina piana omogenea E giacente sul piano xz (con x > 0) allora, per il calcolo
del volume D sussiste il I teorema di Pappo-Guldino:

I teorema di Pappo-Guldino: Il volume di un solido D generato dalla rotazione
completa attorno ad un asse coordinato (per esempio all’asse z) di una lamina piana
omogenea E (dominio misurabile) giacente nel piano xz (con x>0) ¢ pari al prodotto
della lunghezza della circonferenza descritta dal baricentro di £ per 1’area di E, cio¢

mis (D) = volume(D)=27G, U dxdy,
E

dove G, ¢ la prima componente del baricentro della lamina piana.
Ricordando che

” xdxdy
E

B ﬂdxdy ’
E

si ha

mis(D) = volume(D) =2z ” xdxdy .
E

Ovviamente, se la lamina giace sul piano yz (con y >0), allora nella formula si deve utilizzare la
” vdxdy

seconda componente del baricentro, cio¢ G =
” dxdy

e quindi

mis(D)=volume(D)=2rx ” vdxdy .
E

Esempio 20.3. Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse z della
lamina piana omogenea E definita dalle relazioni y=0, 2<x<4 e 0<z<—(x-2)(x—4).



La lamina E giace nel piano xz (con x>0) ed ¢ la regione compresa tra la

parabola di eq. {Z - ;)(x - 2) (x - 4) e I’asse delle x. Allora si ha
y=
4 —x2+6x-8 4
volume(D)=27z‘dexdy = 27zj xdx I dz = 27rj(—x2 +6x—8)xdx =
E 2 2

0

4 4
=27z[—x—+2x3—4x2} -8z

4 2
Esempio 20.4. Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione attorno all’asse x della

regione piana giacente sul piano xy definita dalle disuguaglianze a <x<b ¢ 0< y < f(x).

Sih
o b S(x) b 2 f(x) b
volume(D)ZZJT”ydxdy =2zjdx I ydy = 27rj.dx[y7} = ﬂj-fz (x)dx.
E a 0 a

0 a

Esempio 20.5. Calcolo del volume di un cono rotondo di raggio di base r e
altezza h.

—X

volume(D) ZZEJ! ydxdy = 27r‘:'j dxl]- ydy = 2;[:( dx [%Z}h" =

0 0

R-r
—Xx+r

volume(D)ZZEJ!ydxdy = 275‘:':.dx J- ydy = 2,[;fdx{y7} b

0

h 2 h 2
=7zj(R rx+r) dx=7zI (E] x2+r2+2(R_r)xr dx =
o\ h 0 h h
=7 (R r) h—+r2h+(R rjhzr =”—h(R2+rR+r2).
h 3 h 3

Esempio 20.7. Calcolo del volume di una sfera di raggio .

R-r
——x+r

volume (D) = 27[” ydxdy =
E

Utilizziamo la trasformazione in coordinate polari

xX=pcosd
y=psind

(p,8)eE'=[O,r]x[0,7f]

la cui matrice jacobiana ha determinate in valore assoluto pari a |J ( P, 9)| = p , abbiamo



- 27zﬂ 0’ sin9d pd 9 = Zﬂjpzdpjsin 9d 9 =2x {%} [cos 9]’ :%M :
E' 0 0

0

Nel caso in cui la lamina piana omogenea E ¢ tale da poter fruttare le formule della geometria
euclidea per il calcolo della sua area e delle coordinate del suo baricentro, allora il calcolo del
volume del solido generato dalla rotazione di £ attorno ad un asse coordinato, mediante il I teorema
di Pappo-Guldino, diventa una semplice applicazione.

Esempio 20.8. Calcolo del volume del solido generato dalla rotazione completa del triangolo
omogeneo giacente sul piano xy di vertici 0(0,0), 4(1,0) e B(0,2) attorno all’asse x e all’asse y.

{Dll)

Le coordinate del baricentro di un triangolo sono ciascuna la media aritmetica delle

coordinate dei tre vertici. Quindi si ha G(%,%j Inoltre I’area del triangolo ¢ pari a

1.

Quindi, detti D, e D, 1 solidi generati dalla rotazione del triangolo rispettivamente e

attorno all’asse x e all’asse y, dal teorema di Pappo-Gudino abbiamo

volume(Dl) = %72’ e volume(Dz) = %72’

Esempio 20.9. Calcolo del volume del solido generato dalla rotazione completa del triangolo
omogeneo giacente sul piano xy di vertici 4(2,0), B(3,0) e C(2,2) attorno all’asse

x e all’asse y. 4 (gt) B

Le coordinate del baricentro sono G(%,%j, mentre ’area del triangolo ¢ pari a 1.

Quindi, detti D, e D, i solidi generati dalla rotazione del triangolo rispettivamente

attorno all’asse x e all’asse y, dal teorema di Pappo-Gudino abbiamo

volume(Dl)zéﬁ e volume(Dz)z%ﬁ.

In effetti il solido D, ¢ lo stesso ottenuto nell’esercizio precedente, mentre D, ha un volume
maggiore rispetto a quello ottenuto nell’esercizio precedente.

Esempio 20.10. Calcolo del volume del toro 7 generato dalla
rotazione completa del cerchio omogeneo giacente sul piano xz di

centro C(R,0) e raggio r attorno all’asse z.
Le coordinate del baricentro del cerchio sono G(R,0), mentre la EEEN o ‘ EEEPCEERE
sua area & paria 77" . Il volume del toro T'¢& RN HEE /

volume(T) =27 Rr?.




Esempio (da Singapore con furore) 20.11. Calcolare il volume del solido D generato dalla
rotazione attorno all’asse z della lamina piana omogenea E definita dalle relazioni y=0, 0<x<4

e avx<z<2a con a>0.
La lamina E giace nel piano xz (con x>0 ) ed ¢ la regione delimitata inferiormente dalla curva di

= 2
eq. {Z avx e superiormente dalla retta {Z Oa . Allora si ha
y=0 y=

volume(D)=27r” xdxdy = 27zj|£ xdx T dz = 2ﬂj‘(2a —a\/;)xdx = 2a7rjf(2x —xzjdx =
E 0 a~'x 0 0

s H
=2ar xz—gx2 =2ar 16—242 =20”(16—225J:£a7r,
5 5 5 5

0

Schema

Dominio normale D di R* rispetto all'asse x:

D:{(x,y)eRz/anSb e a(x)SySﬂ(x)}

a(x), B(x) continue in [a,b] tali che a(x)<p(x), Vxe(a,b). Le due funzioni possono

coincidere agli estremi.

Dominio normale D di R* rispetto all'asse y:

D={(x,y)€R2/CSy§d ¢ 7(y)£x£5(y)}

7(»), 8(») continue in [c,d] tali che y(y)<d(y), Vye(c,d). Le due funzioni possono

coincidere agli estremi.

Formula per il calcolo di un integrale doppio di una funzione continua f (x, y) rispetto a un

dominio D normale rispetto all'asse x.

b Bx)
Hf(x,y)dxdy = jdx J- f(x,y)dy
D a  ax)

Se a(x) e B(x) sono costanti, cio¢ D ¢ un rettangolo, e la funzione integranda si puo scrivere

come f(x,y)=¢(x)w(y), allora i due integrali a 2 membro sono indipendenti I'uno dall’altro e

b
possono considerarsi come fattori di un prodotto cio¢ J.(o(x) dx - l//( y)dy, altrimenti bisogna

integrare necessariamente prima rispetto ad y poi rispetto a x.




Formula per il calcolo di un integrale doppio di una funzione continua f (x, y) rispetto a un

dominio D normale rispetto all'asse y.

d  x)
[[ £ (x.p)dxdy =[dy [ f(x.y)dx
D (x)

¢ v

Vale I’osservazione fatta sopra.

Dominio normale D di R’ rispetto al piano x y:

D={(x.y.z)eR’/(x,y)eB e a(x,y)<z<p(x,y)}

B ¢ un dominio misurabile del piano e a(x, y) e ﬂ(x, y) sono continue in B tali che

a(x, y) <p (x, y) , V(x, y) € B. Le due funzioni possono coincidere sulla frontiera di B.

Formula per il calcolo di un integrale triplo di una funzione continua f (x, y,z) rispetto a un

dominio D normale rispetto al piano x y.

Blx.y

JIJ £ (x..2) dedydz = [ dxdy | )f(x, v.2)dz
D B )

a(x,y

Se a(x,y) e B(x,y) sono costanti, cio¢ rappresentano due piani paralleli al piano coordinato xy, e
la funzione integranda si puo scrivere come f(x,,z)=¢(x,y)y (z), allora Iintegrale rispetto a z

e quello doppio rispetto a (x,y) a 2 membro sono indipendenti 1’'uno dall’altro e possono

B(x,»)
considerarsi come fattori di un prodotto cioe .U(o(x, y) dxdy - J. 74 (z)dz , altrimenti bisogna
B a(x,y)
integrare necessariamente prima rispetto ad z poi rispetto a (x, y) .
. ) . ) x=x(u,v)
Trasformazione regolare di coordinate nel piano:
y=y(uv)
. o Ju=u(xy)
4) si possono invertire ;
v=v(x,y)
5) Le funzioni x=x(u,v) e y=y(u,v) con le
rispettive derivate parziali prime rispetto ad # € v sono continue;
o o
.. . u ov .
6) La matrice jacobiana ha determinante
» ¥
ou Ov

J(u,v) non nullo.



Teorema: integrazione per sostituzione: Sia f(P)= f(x,y) continua nel dominio misurabile

DcR® esia x= x(u,v) e y= y(u,v) una trasformazione regolare di coordinate nel piano. Allora,

detto £ il dominio misurabile del piano wuv ottenuto mediante la trasformazione regolare di
coordinate, si ha

JI 7 Gey)esdy =[] £ () (i) o)

xX= x(u, v, w)
Trasformazione regolare di coordinate nello spazio: < y = y(u,v, w)
z= z(u,v, w)
u=u(x,y,z)
4) si possono invertire v =v(x,y,z) ;
w=w(x,,z)
5) Le funzioni x=x(u,v,w), y=y(u,v,w) e

z=2z(u,v,w) con le rispettive derivate parziali prime rispetto ad u, v e w sono continue;

ox Ox Ox
ou v ow
6) La matrice jacobiana ¥ ¥ ¥ ha
ou Ov ow
0z 0z Oz
u v ow

determinante J (,v,w) non nullo.

Teorema: integrazione per sostituzione: Sia f(P)= f(x,y,z) continua nel dominio misurabile
DcR’ e sia x=x(u,v, w), y=y(u,v,w) e z=z(u,v,w) una trasformazione regolare di

coordinate nello spazio. Allora, detto £ il dominio misurabile dello spazio uvw ottenuto mediante la
trasformazione regolare di coordinate, si ha

flj;ff(x,y,Z)dxdydz = Iﬂf(x(u,v, w), v (u,v,w),z(u,v, w))‘J(u,v, w)‘ dudvadw|.

Le trasformazioni regolari di coordinate nel piano lineari.

si utilizzano soprattutto quando il dominio di integrazione D ¢ un poligono (per esempio un
triangolo o un quadrilatero) che non ha nessun lato parallelo ad uno dei due assi coordinati. In tal
caso il poligono viene trasformato in un nuovo poligono E che, rispetto al nuovo sistema di
riferimento, ha almeno due lati paralleli agli assi coordinati.

Ovviamente se il poligono di partenza ¢ un parallelogramma allora ¢ possibile considerare una
trasformazione tale che tutti e quattro i suoi lati siano, a due a due, paralleli ai nuovi assi coordinati.
Questo ovviamente rendera piu semplice 1'applicazione della formula di riduzione per il calcolo

degli integrali doppi in quanto le funzioni «(x) e B(x) delimitanti il nuovo dominio risulteranno

costanti.



Le trasformazioni regolari di coordinate nel piano polari.

= 9
- coordinate polari classiche: {x pc'os = ‘J(p,&)‘ =p
y = psin$
. . . x=apcosY
- coordinate polari generalizzate: _ = ‘J ( p,19)‘ =abp
y=bpsin$
. . . X=Xx,+pcosd
- coordinate polari classiche decentrate: ) = ‘J ( P, 19)‘ =p
y=y,+psinY

xX=x,+apcosY
- coordinate polari generalizzate decentrate: oA . = ‘J (p, 19)‘ =abp
y=y,+bpsing

In tali trasformazioni i parametri p e 4 variano

pe[pmin’pmax] ¢ l9E|:lgmin’19max:|

con le limitazioni che possono essere costanti o in funzione dell’altro parametro.

Le trasformazioni regolari di coordinate nello spazio lineari.

si utilizzano soprattutto quando il dominio di integrazione D ¢ un solido con facce piane non
parallele ad uno tre piani coordinati. In tal caso il solido viene trasformato in un nuovo solido £ che,
rispetto al nuovo sistema di riferimento, ha almeno tre facce parallele ai piani coordinati.

Ovviamente se il poligono di partenza ¢ un parallelepipedo allora ¢ possibile considerare una
trasformazione tale che tutte e se le sue facce siano, a due a due, parallele ai nuovi piani coordinati.
Questo ovviamente rendera piu semplice 'applicazione della formula di riduzione per il calcolo
degli integrali tripli.

Le trasformazioni regolari di coordinate nel piano sferiche.

X = pcos@sin g

- coordinate sferiche classiche: y = psin@sin 9 = ‘J (p. o, 19)‘ =p’sind.
z=pcosY
X =apcospsing

- coordinate sferiche generalizzate: y=bpsingsing = ‘J (.o, ,9)‘ = abcp’sin 9
z=cpcosY

X =Xx,+ pcos@sing
- coordinate sferiche classiche decentrate: Y=Y, +psingsing = ‘J ( p,(p,S)‘ = p’sind

z=2z,+pcosd

X =Xx,+apcospsin
- coordinate sferiche generalizzate decentrate: < y = y, +bpsingsingd = ‘J ( 2,0, ,9)‘ = abcp’sin 9

z=z,+cpcosY
In tali trasformazioni i parametri p e ¢ variano

pe[pmin’pmax]’ (DE[(Dmin’(omax] € l96[19min519max:|

con le limitazioni che possono essere costanti o in funzione dell’altro parametro.



Applicazioni fisiche in R? degli integrali multipli

- D lamina piana (dominio misurabile di R?)

area(D) = ”dxdy )

- ,u(x, y) 20, continua in D, densita superficiale della lamina

massa (D) = ”,u(x,y)dxdy

- D lamina piana omogenea = u(x, y) = 1 = constante

massa (D) = ,u”dxdy = u-area (D)
D

Coordinate del baricentro di una lamina piana non omogenea

J.J.xu X, y)dxdy ”xu X, y)dxdy
G.= ”p X,y dxdy massa (D)

ﬂyu X, y ) dxdy ﬂyu X, ) dxdy
G, = =

”u x,y)dxdy massa (D)

Coordinate del baricentro di una lamina piana omogenea

J.J. xdxdy J.J. xdxdy

” dxdy area (D)

” vdxdy J.J. vdxdy

G ” dxdy area (D)

Momento d'inerzia rispetto ad un punto (polo) 7, (xo, yo) di una lamina piana D

non omogenea |/ = ”y(x,y)[(x —x,) +(y=y,) |dxay
D

omogenea |/ = ,u” [(x - xo)2 +(y-, )szxdy

D




Momento d'inerzia rispetto all'asse y di una lamina piana D

non omogenea |/ = ” u(x,y)x’dxdy
D

omogenea I=u I I x’dxdy
D

Momento d'inerzia rispetto all'asse x di una lamina piana D

non omogenea |/ = ”,u(x,y)yzdxdy
D

omogenea I= ,u” v dxdy
D

Momento d'inerzia rispetto ad un'asse ax + by + ¢ =0 di una lamina piana D

ax+by+c ?
non omogenea |/ = ” u(x, %dxdy
omogenea ” ar by " c dxdy

Applicazioni fisiche in R} degli integrali multipli

- § solido (dominio misurabile di R)

volume(S) = ”.[ dxdydz|.

- y(x, y,z) >0, continua in S, densita del solido

massa (S) = ” ,u(x,y,z)dxdydz
N

- Ssolido omogeneo = (x, y,z) = £ = constante

massa (S ) = uﬂj dxdydz = u- volume(S )
S




Coordinate del baricentro di una lamina piana non omogenea

_[”xH x,y,z)dxdydz j”xu x,y,z)dxdydz

o _[”H X, ¥, Z)dxdydz massa ()
”_[)’H x,y,z)dxdydz j”yu x,y,z)dxdydz
G —
” r(x,, Z)dxdydz massa (S
IJ.IZH x,y,z)dxdydz J.J.I zn(x, y,z) dxdydz
o ”J.M X, s Z)dxdydz massa (S

Coordinate del baricentro di una lamina piana omogenea

[ wasards [ xava

”j dxdydz - volume (S)

.[ J. [ yaxdydz J.” ydxdydz

”J.dxdydz - volume(S)

_[ _[ _[ zdxdydz ”j zdxdydz

I”dxdydz - volume(S)

Momento d'inerzia rispetto ad un punto (polo) £, (x,,,,z,) di un solido S

non omogenea |/ = ”I,u(x,y,z)[(x - xo)2 + (y - yo)2 + (z -z, )2}dxdydz

omogenea I= ,u”j[ x=x) +(y=1,) +(z -2 )z]dxdydz

Momento d'inerzia rispetto all'asse z di un solido S

non omogenea |/ = J‘Hy(x,y,z)(x2 + yz)dxa’ydz
N

omogenea I=u ”I (x2 + yz)dxdydz
N




Momento d'inerzia rispetto all'asse y di un solido §

non omogenea |/ = ”I u(x, y,z)(x2 +z° )dxdydz
N

omogenea I= ,uj” (x2 +2° )dxdydz
S

Momento d'inerzia rispetto all'asse x di un solido S

non omogenea |/ = ”j,u(x, y,z)(y2 +z° )dxdydz
S

omogenea I= ,u” I ( Y+ Zz)dxdydz
N

I teorema di Pappo-Guldino: Il volume di un solido D generato dalla rotazione completa attorno
ad un asse coordinato (per esempio all’asse z) di una lamina piana omogenea E (dominio
misurabile) giacente nel piano xz (con x>0) ¢ pari al prodotto della lunghezza della circonferenza
descritta dal baricentro di E per I’area di E, cio¢

volume (D) = 277Gx” dxdy dove G_ ¢ l'ascissa del baricentro della volume (D) = 27[”’ xdxdy
E lamina piana. Dalla definizione di G_, si ha E

- rotazione completa attorno all'asse z di una lamina piana omogenea E volume (D) =27 J' J' ydxdy
giacente nel piano yz (con y>0). £

V4 z

g =

X

y




