
1. Dimostrare che per ogni x ∈ (0 , +∞) la funzione ( ) 1 logg x x x x= − −  è non positiva (g(x) ≤ 0). 

Quindi, dimostrare che per ogni x ∈ (0 , 1) la funzione log( )
1
xf x

x
=

−
 risulta maggiore 

strettamente di 1 (f(x) > 1).

Si ha ( ) logg x x′ = − . Dal segno di tale funzione si deduce che g ammette un massimo nel punto 
x = 1 e si ha g (1) = 0; segue che per ogni x ∈ (0 , +∞) g(x) ≤ 0.

Si ha  
( )2

( )( )
1

g xf x
x x

′ =
−

. Dal segno di tale funzione si deduce che f è strettamente decrescente in 

(0 , 1) . Poiché 
1 1

1lim ( ) lim 1
x x

f x
x− −→ →

= = , segue che per ogni x ∈ (0 , 1) f(x) > 1.

2. Studiare l’invertibilità della funzione ( )( ) sin xf x eπ= + rispettivamente nell’intervallo 

1
3log , log

2 2
I π π =   

  e [ ]2 log , log 2I π π= .

Si ha ( )( ) cosx xf x e eπ′ = + . Tale funzione risulta non negativa per 

2 2
2 2

xk e k kπ ππ π π− + ≤ + ≤ + ∈� cioè 3 2 2
2 2

xk e k kπ ππ π− + ≤ ≤ − + ∈� e quindi 

3log 2 log 2
2 2

k x k kπ ππ π   − + ≤ ≤ − + ∈   
   

� .

Per k = 1 si ottiene allora che la derivata di f è non negativa nell’intervallo 3log , log
2 2
π π 

  
annullandosi solo agli estremi; segue che f sarà in tale intervallo strettamente monotona e quindi 
ivi invertibile. Poiché la derivata di f cambia di segno nell’intervallo [ ]2 log , log 2I π π=  non 
può essere ivi iniettiva.

3. Siano 
 se 0

( )
1  se 0
x x

f x
x
<

=  ≥
 e 

    se 0
( )

1  se 0
x x

g x
x
≠

= − =
. Disegnare il grafico delle funzioni composte  

f[g (x)] e g [f (x)].
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4. Sia f illimitata inferiormente e decrescente nel rispettivo dominio (illimitato superiormente). 
Dimostrare, mediante la definizione di funzione divergente, che lim ( )

x
f x

→+∞
= −∞ . Il risultato 

continua a valere senza l’ipotesi della decrescenza?

5. Denotiamo con fD il dominio di f. Poiché f è illimitata inferiormente allora 
0 / ( )M f MM x D f x M∀ > ∃ ∈ < − esiste (altrimenti sarebbe limitata inf.). Inoltre, essendo f

decrescente in fD si ha  che ( ) ( )f M Mx D con x x f x f x M∀ ∈ > ⇒ < < − . Riassumendo si 
ha 0 0 / ( )M f MM x x D con x x f x M∀ > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ < −  che equivale a scrivere 
lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ . 

Senza l’ipotesi della decrescenza il risultato in generale non vale. Infatti la funzione 
( ) logf x x=  è illimitata inf. ma non diverge a −∞  per x→+∞ .

g[f(x)] f[g(x)]
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1. Dimostrare che per ogni x ∈ (0 , +∞) la funzione ( ) 1 logg x x x x= + −  è non negativa (g(x) ≥ 0). 

Quindi, dimostrare che per ogni ( )1,x∈ +∞  la funzione log( )
1
xf x

x
=

−
 risulta minore 

strettamente di 1 (f(x) < 1).
2. Studiare l’invertibilità della funzione ( )( ) cos xf x eπ= + rispettivamente nell’intervallo 

1
3log , log

2 2
I π π =   

  e [ ]2 log , log 2I π π=

3. Siano 
0  se 0

( )
  se 0
x

f x
x x

≤
=  >

 e 
1      se 0

( )
  se 0

x
g x

x x
<

= − ≥
. Disegnare il grafico delle funzioni composte  

f [g (x)] e g [f (x)].
4. Sia f illimitata superiormente e crescente nel rispettivo dominio (illimitato superiormente). 

Dimostrare, mediante la definizione di funzione divergente, che lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ . Il risultato 

continua a valere senza l’ipotesi della crescenza? 
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1. Determinare l’equazione differenziale che ha come integrale generale la seguente funzione 
( )1 2cos 2 sin 2xy e c x c x x= + + ,  1 2, Cc c∀ ∈ .

2. Calcolare il dominio e l’espressione esplicita della seguente funzione  
1 2
2

37
4

x dt

t t− + +
∫ .

3. Sia ( ) [ ( )]f x o g x=  e ( ) [ ( )]g x o h x=   entrambe  per  0x x→ . Stabilire, dimostrandolo, se siano 
vere o false le seguenti affermazioni: ( ) [ ( )]f x o h x=  per 0x x→ , ( ) [ ( ) ( )]f x o g x h x=  per  

0x x→ .

4. Sia  
0

k
k
a

∞

=
∑  una serie a termini di segno positivo e l > 1. Dimostrare che se ε 0∀ >  si ha  

k
ka l> −  allora la serie diverge.


