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Esercizio 1.
Si considerino in (Z, +, -) gli insiemi (3) :== {3z | z € Z}, (7) :={7h | h € Z},
9):={9l |l eZ}, (21):={21f | f € Z}.

e Verificare che gli insiemi descritti sono ideali di Z

Stabilire quali di essi sono ideali primi

Stabilire quali di essi sono ideali massimali

Determinare (21) N (9), (3) N (7), (3) + (9), (3) + (7)

Descrivere i relativi quozienti determinandone le proprieta (i.e. se sono
domini, campi...), calcolare la caratteristica di ogni anello quoziente e
descriverne gli ideali

Esercizio 2.

Si consideri Papplicazione ¢ : Z — Z7 X Zs =: B, definito come ¢(x) :=
([x]7, [z]5). Dimostrare che ¢ & un omomorfismo di anelli. Dire se & iniettivo
e/o suriettivo e descriverne il nucleo e 'immagine. Dimostrare inoltre che
tutti e soli gli ideali primi di B sono I := {[0]7} x Z5 e J := Z7 x {[0]5}.
Determinare gli ideali primi P := ¢~ (1) e Q := ¢~ 1(J). Descrivere infine

o1 (([5]7, 12]5))

Esercizio 3.
Sia A= {{5: € Q| m,t e Z, t >0}

e Verificare che A ¢ un sottoanello di Q

e Determinare gli elementi invertibili di A

e Se I ¢ un ideale di A provare che I NZ ¢ un ideale di Z

e Provare che se I # J sono ideali di A allora INZ # JNZ

e Provare che se I & primo o massimale allora I N7Z ¢ primo o massimale

e Provare che per ogni p # 2,5, con p primo, pA & un ideale massimale
in Ae (p)NZ ¢ un ideale primo di Z



Esercizio 4.
Sia A un anello commutativo unitario e siano I, J ideali di A.

e Si dimostri che I.J := {>"  a;ib; | a; € I, b; € J} ¢ un ideale di A
contenuto in I N J

e Dimostrare che se I e J sono ideali primi allora I.J € primo se e solo
se [J=1oppure IJ=J

Esercizio 5.

Sia

a b
A.{(O c> ]a,b,cEZ}.

e Si dimostri che A ¢ un sottoanello delle matrici quadrate 2 x 2 a

coefficienti in Z
I::{<a b> |a,b,c€nZ},
0 ¢

dimostrare che I € un ideale bilatero di A e trovare un omomorfismo
di anelli ¢ : A — Z/nZ x Z/nZ x Z/nZ tale che Ker(p) =1

e Daton>2e

e Descrivere gli ideali di A/I



