Tre metodi per calcolare il polinomio feos2x/n
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In questa nota, il polinomio ¥, (X) = facos2r/n(X) € Z[X] indica il polinomio minimo del numero algebrico
2cos2m/n = ( + C, dove ¢, = e2™/" & una radice primitiva n—esima dell’unita.

Inoltre indichiamo con ®,(X) = f¢, (X) I'n-esimo polinomio ciclotomico.

Fatti che utilizzeremo:

1. ®,(X) € Z[X] & monico, irriducibile e deg ®,, = ¢(n);
2 C= =G

3. [Q[Cn] : Q] =deg @, = @(n)§

4. [Q[cos2m/n] : Q] = deg ¥,, = ¢(n);

5. 279020, (2X) = focosan/n(X)-

1 1l sistema lineare

Si parte dall’identita ®,,(¢,) = 0 che pud essere usata come strumento per scrivere tutti gli elementi di Q[¢,] nella
forma
ap + a1 + -+ + a1 CEM L

Vogliamo determinare i numeri interi Ag, ..., Ay tali che
Un(X)=Ag+ A1 X + -+ Ay XM,
dove M = J¢(n). Si parte dall’identita:
27 n—1
Up(2cos —) =", ((+ ¢ ') =0.
n
che puo essere scritta come
M
Ao+ Ar (Cn + Cf(n%l) +--+ Ay (Cn + qu(n)fl) =0
e, in quanto elemento di Q[(,], la quantita sopra pud essere riscritta nella forma seguente:

cot et +ep1 it =0.

dove per ogni j, 0 < j < ¢(n), ¢; = ¢;j(Ao, A1, ..., Apr) ¢ lineare (i.e. una combinazione lineare degli A;) nelle variabili
Ag, A1, ..., Ay Risolvendo il sistema lineare
Co(A(),Ah...,AM) = 0
Cl(AQ,Ah...,AM) = 0
Cgo(n)—l(AOaAlv “e ,AM) =0
si ottengono i coefficienti Ag, A1, ..., A

ESEMPIO DEL CALCOLO DI Wg: Il nono polinomio ciclotomico & ®g(X) = ®3(X3) = X%+ X3 +1 da cui deduciamo:
¢§ = —1—¢3. 1l grado deg¥y = 3. PertantoWg(X) = Ay + A1 X + A2X? + X3, Sostituendo 2c0s%7T = (o + (5,
otteniamo ) 5

Ao+ A (G +¢5) ++42 (o +¢5) + (G+¢) -



Facendo 1 calcoli otteniamo:
(Ag+ As — 1)+ (A1 — Ao +3) (o + (—A1 + Az — 8) (F + (—A2) G5 + (A1 — 3) 5.

Da cui otteniamo il sistema lineare:

Ag+Ay—1 = 0
A —A24+3 = 0
—A1+A4 -3 =0
7A2 = 0
—A1—3 == 0

che ha per soluzioni Ay =1, A; = —3, Ay = 0. Infine ¥(X) = X3 —3X + 1.

2 1l trucco ciclotomico

Questo metodo consiste nell’utilizzo della seguente identita:
XM (x+L)-a (X)
X e

Tale identita segue dal fatto che la quantita di sinitra &€ un polinomio monico a coefficienti razionali di grado 2M . Inoltre
v, (Cn +¢, 1) =V, (2 cos 2%) = 0. Dall’unicita del polinomio minimo segue 1’identita con il polinomio ciclotomico.

Se scriviamo

@n(X):Oé0—|—OélX—‘r~-~+042]w_1X2M_1+X2M (§] \I/(X)=A0—|—A1X—|----+A1\/[_1X]M_1—‘rXM,

allora
1
XMy, (X + X) = ApXM 4 A XM (X4 1) e+ Ay XX+ DM (X2 )Y
= byt b X+ b XML XM

dove, per ogni j, 0 < j < 2M, b; = b;j(Ag,A1,...,An) & lineare (i.e. una combinazione lineare) nelle variabili
Ap, Ay, ..., Ap. Risolvendo il sistema lineare

bo(AO,Al,-.-,AM) = (7))

bl(AOaAla"'aAM) = o

bans—1(Ao, A1, ..., Ay) = capa

si ottengono i coefficienti Ag, A1, ..., Apr. Sinoti che non & difficile verificare che by =1, by = 2Ap_1, bo = M

ESEMPIO DEL CALCOLO DI fy oy 2 Lidentitd X3Wy (X + ) = ®g(X) & equivalente a
X6 X341 =X+ ApX® 4+ (A1 +3) X+ (Ag + Ao) X2 4+ (A1 +3) X2+ A X + 1

da cui deduciamo As =0, Ay = -3, Ay =1e f

COS

2 (X) = X? - 3X +1.

3 per ottenere un multiplo del polinomio minimo

27
n

Se si sfrutta il fatto che ¢, = cos 27” + isin = e si considera l'identita ®,,(¢,) = 0. Scriviamo

2r .. 27 _
NP, (cos — + isin ?) =R (a0 + a1+ + a1 G+ CM) =0
e osserviamo che R¢C* = cos %’r
Affermiamo che per ogni k € N esistono due polinomi gx(X), hy(X) € Z[X] tali che cos ka = gx(cos @) e sinka =
sin ahy (cos ). Cio & chiaro per k = 1. Inoltre dalla formula di duplicazione per il coseno, si ottiene cos 2ac = 2 cos? a—1
e sin 2o = 2sin acos a. In generale,

cos(k+1)a = cosacoska —sinasinka = cosa x gi(cosa) — (1 — cos? a)hy(cos ka)
sin(k + 1)«

sin a cos ko + cos acsin ko = sin a X (g (cos o) + cos ahy(cos kav)) .



Quindi g e hg soddisfano le relazioni ricorsive:

{ g(X)=X { hi(X)=X
Gey1(X) = X x gp(X) = (1 = X?)hp(X), h1(X) = g (X) + X x hy(X).

E’ anche facile dimostrare per induzione che deg gy, =k e deghy =k — 1.
Da questa osservazione deduciamo:

2m 2m 2m
ap + a191(cos F) + -+ aspr—1920m0—-1(cos ?) + gonr(cos ;) =0
Quindi, il polinomio
Un(X) :=ao+a191(X) + -+ cop—192m-1(X) + gamr (X) € Z[X]
ha la proprieta di avere cos 22 come radice. Pertanto ¥,,(X) divide U, (X).
ESEMPIO DEL CALCOLO DI f, 2x: Partendo dall’identita ®o(X) = X6+ X3 + 1, otteniamo

Ug(X) =1+ g3(X) +g6(X) =1+ (4X> — 3X) + (32X° — 48X* +18X2 - 1)

Quindi, fattorizzando Uy, si ottiene: Ug(X) = 32X6 — 48X* + 4X3 + 18X? — 3X = X(4X? — 3)(8X3 — 6X + 1).
Sapendo che deg Wy = 3, deduciamo che Wy(X/2) = X% — 3X + L.
Si noti che dall’identita ¢’ = 1 si deduce anche che, per n > 1, ¥,, | ged(gn, hn)-

4 la trigonometria

ANCORA DA SCRIVERE
ESEMPIO DEL CALCOLO DI f,, 2

s
Ccos 9



