Esercizi di Topologia in R" (1)

1 Insiemi Aperti e Chiusi

Negli esercizi che seguono “Si dimostri” & da intendersi nel seguente modo:
Fornire un argomento molto succinto, utilizzando anche figure, per convin-
cere il lettore della verita dell’affermazione.

1.
2.

10.
11.

12.

13.

Si dimostri che il rettangolo (a,b) x (c,d) C R? & aperto in R?;

Si dimostri che 'unione di una qualsiasi famiglia insiemi aperti in R"
€ un insieme aperto;

Si dimostri che 'intersezione di due insiemi aperti di R” & un insieme
aperto (Quindi lo stesso vale per un numero finito di insiemi aperti);

Si dimostri che il complementare di un iperpiano a1x1 + bpx2 + -+ +
a,x, = bin R™ e un insieme aperto;

Si disegni il grafico dell’insieme {x = (z1, ) € R? t.c. |71|+ |72| < 1}
e si dimostri che e un insieme aperto;

Si dimostri che il disco chiuso D,(z) = {z € R" t.c. d(x,2) <r} e un
insieme chiuso;

Si dimostri che il grafico di una funzione continua y = f(z) & un
insieme chiuso di R?;

Si dimostri che 'intersezione di una qualsiasi famiglia di insiemi chiusi
di R™ ¢ un insieme chiuso di R™;

Si dimostri che 'unione di due chiusi di R" & un chiuso di R";
Si dimostri che il rettangolo chiuso [a,b] % [¢,d] € R? & un chiuso;

Si dimostri che il rettangolo semichiuso (a,b] x [¢, d) € R? non & aperto
né chiuso;

Si dimostri che il cilindro {(z;,79,z3) € R? t.c. 72 + 72 < 1} & un
insieme aperto di R?;

si dimostri che il disco “sottile”
{(w1,29,73) ER3 tc. 22 + 22 < 1,23 =0}

non & aperto né chiuso in R?;



2 Chiusura, Interno, Frontiera e Punti di Accu-
mulazione

Per ciascuno dei seguenti insiemi, si tracci la figura dell’ insieme e si deter-
mini la chiusura, 'interno, la frontiera e 'insieme dei punti di accumulazione
nello spazio specificato:

1. in R?, {(z,y) t.c. 22 +y? <4,z >1};
2. in R?, U o{(z,y) t.c. (z—n)?+y%=1/n};
3. in R?,
Dl((0,0))U{({I), y) t.c.z > Oa *’I;2+y2 = 1}U{(07 1)7 (_1a0)7 (27 0)7 (_2a 0)} )
4. in R3,
{(5()1,{1)2,373) t.c. x% + $% < 1,$3 € [_272]}U{(07 07 2)7(1a 07 2)7(07 _]-7 2)a (27 170)}
5. in R3,
{($1,I‘27$3) t.c. 1 <IE% +.’L‘% +.’L‘§ < 2}U{(IE1,.’L‘27$3) t.c. 1p :0,$2 = 0}

6. in R3,
{(21,22,23) t.c. T1 4+ 22 + 23 < 0}U{(1,1,—10), (3,3, —6), (1,1,1)}UZ>.

3 Sottoinsiemi Densi e Discreti

a. Si dimostri che i seguenti insiemi sono densi;
L.RxQinR? 2.R™{Py,...,P,}inR"; 3.R?\{(z,9) t.c.z+y =0 } in R?;
b. Si dimostri che i seguenti insiemi sono discreti;

1. Ogni sottoinsieme finito di R";

2. Z°x N™" % in R";

3. Zx N xS (dove S & finito) in R3;

c. Si dimostri che il complementare di un insieme discreto e denso.
d. Si dimostri che non & vero che il complementare di un insieme denso e

discreto;
e. Si dimostri che N x Q non & denso né discreto in R?.



