Esercizi di Teoria di Galois 1.

Roma Tre, 6 Marzo 2003
1. Sia E/F un estensione di campi e S C E un sottoinsieme: Dimostrare che

Q(F[S]) = F(5).

2. In ciascuno dei seguenti casi, determinare (cio¢ esprimere come polinomi nell’elemento
che genera il campo) ove possibile I'inverso degli elementi assegnati:
a. Q(a) con a® —5a — 1 = 0;

1 1 1
a+1’ a?4+a+1 24+’

b. Q(A) con A3 — 2\ —2 =0;

1 1 1
20\’ A+3’ A5

c. Q(€)con 2 4+£6+1=0:

Cl'i‘bg’ a, GQ,CL #07

d. Fi3(0),con (* + G+ +(¢+1=0,

3. Determinare il polinomio minimo di p su F' in ciascuno dei seguenti casi:

a. E=Q(V5), F=Q, Lt

p= s
b. E=Q(3Y%), F=Q, p=3Y445.3%4
c. E=Q(5Y%), F=Q(5'?), p=1+56+43.56
d E=Q(r) (r*=37+2), F =Q, w=2r%—1+2;
e. E=Fq(p) (p°=p+2), F=Fr, p=1+p.

4. Dire quali dei seguenti insiemi sono campi e quali no giustificando la risposta.
a. Qlz]/(2® + 1);
b. Fslz]/(2? +1);
c. Zz]/(z3 + 2+ 1);
d. Q(V3)[a]/(2* - 3);
e. Q[r[X]/(X +1).



5. In ciascuno dei seguenti casi calcolare [E : F:

a. £ = Q(21/27 21/3)7 F= Q;
E = Q(21/2a21/3721/47'"721/20) F= Q;
E=Q(5,0),*+(¢—1=0, F = Q (giustificare la risposta);
E = Fg[\/—l], F = Fg;
E:F5[\/—1], F:F5,
E =F3[v2,v3,V5,V6,V15,1/10] F = F3,(v/10).
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6. Sia E = Q[3!/"] dove h € N. Dimostrare direttamente (senza usare la teoria) che
comunque scelti ag,aq ...,ap—1 € Q non tutti nulli, risulta

1
ag + a131/h cee 4 ah,13(h_1)/h

€ Q[3'/").

7. Dimostrare (o dimostrare che sono sbagliate) le uguaglianze dei seguenti campi:
a. Q(v2,V5,V6) = Q(8v2 — 5+ 5V3);
b. Q(Va2 —4b) = Q(0),0%> +ac+b=0, a,be Q;

8. Risolvere i problemi sulle note di Milne a pagina 23.



Alcune Risposte (Esercizi di Teoria di Galois 1. del 6/3/03):
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a. 29722 + 38x +4),

rt — 602% — 16428),

(c. 2% — 322 — 422 + 44 — 6761/5),
(d. 23 — 1922 + 1052 — 200),

(e. 23— 322+ 2z —2);
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4. Nessuno e campo;
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