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S u(d) = 4 (n)

d2|n

%Z) +O(Va)

dove ( e la funzione zeta di Riemann.
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0 Se k> 2, n € N si dice k-libero se V primo p | n, p*  n. Se u*) & la
funzione caratteristica dei k—liberi, allora
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0 Se k> 2, n € N si dice k-libero se V primo p | n, p*  n. Se u*) & la
funzione caratteristica dei k—liberi, allora

(k) Z p(d

dk|n
[] Stessa dimostrazione:

S¥(x) := #{n < x| n & k-libero} = 0 + O(/x).

[1 Obbiettivo: Migliorare ’errore.
[0 seCtec R(s)>1

Z

M(k)

1;[(1+1

|
|
nnnl

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 4

0 Se k> 2, n € N si dice k-libero se V primo p | n, p*  n. Se u*) & la
funzione caratteristica dei k—liberi, allora

pP(n) =~ p(d)

dk|n
Stessa dimostrazione:

S¥(x) = #{n <z | n & k-libero} = 0 + O(¥/x).

Obbiettivo: Migliorare 1’errore.

s € Ct.c. R(s) > 1,

=
p(k—l)s

Funzione meromorfa su C con poliin s =1 e in s = p/k con p zero di C.
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[] Calcolo dei residui:

x
Sk(z) = @ + Z ap,kxp/k
C(pgzo

dove a, ; € in funzione dei residui 1/{(s) in s = p.

[0 Dall’Ipotesi di Riemann, p = 1/2 + i, si ha

¢(F)

Sk($) _ X 4 O(SEl/Qk Zap,kl,i’y/k:)
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[] Calcolo dei residui:

x
Sk(z) = @ + Z ap,kxp/k
C(pgzo

dove a, ; € in funzione dei residui 1/{(s) in s = p.

[0 Dall’Ipotesi di Riemann, p = 1/2 + i, si ha

Sk(:p) _ ﬁ 4 O($1/2k Zap,kil?”/k)
B

[] CONGETTURA.

SF(z) = ﬁ + O(m1/2k+€).
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] 1968 — Vaidya.
Ru(w) i= S*(2) — iy = A XD

[] 1988 — Balasubramanian and Ramachandra.

Ra(z) = Q4 (V)
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Re(w) i= 8*(z) — iy = Q%)
1988 — Balasubramanian and Ramachandra.

Ry(z) = Q+ (V)
1963 — Walfisz. dc > 0,
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Ry(z) = Qs+ (V)
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[1 1985 — Baker e Pintz (Jia 1987). Ve > 0
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1981 — Graham. Ve > 0
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Ro(z) < o7/22+e
1984 — Yao. Ve > 0

Ri(z) < 2%/ Okt
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(] 1989 — Graham and Pintz. Ve > 0
Ri(r) < ZIZ‘D(kH_e,

(7/(8K +6),

67
514

11(k — 4)/(12k? — 37k — 41)
23(k — 1)/(24k? + 13k — 37)
|~ 2log2/(k + log k)
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se 2 < k <5;
se k = 6;

se 7T < k <12;
se 13 < k <20

se kK — 0.
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[Storia del problema 2/ 3}

(] 1989 — Graham and Pintz. Ve > 0

Ry (33) < ZIZ‘D(kH_e,

(7/(8K +6),

67
514

11(k —4)/(12k* — 37k — 41)
23(k — 1)/(24k? + 13k — 37)
|~ 2log2/(k + log k)

[ Miglioramenti con il metodo di Vinogradov:

[] 1993 — Jia. Ve > 0

Ri(z) < 2L/ (k+ek®) " 30 5

Ry(z) < z7/54+
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se 2 < k <5;
se k = 6;

se 7 < k <12;
se 13 < k <20

se kK — 0.
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 1/ 3]

Seq€eNeacZ/qZ t.c. ged(a,q) e k-libero,

Si(x;a,q) :=#{n < x| n & k-libero e n = a mod ¢}
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 1/ 3}

Seq e NeacZ/qZ t.c. ged(a,q) e k-libero,

Si(x;a,q) :=#{n < x| n e k-libero e n = a mod ¢}

Teorema, (Prachar — 1958) e (a,

Ok,q ° qC(k) Hllq (1
Allora

Si(;a,q) = Op.qr + O(zg /¥ 4 g/ Fp2(@),

dove w(q) = # divisori primi di q.
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 1/ 3}

Seq e NeacZ/qZ t.c. ged(a,q) e k-libero,

Si(x;a,q) :=#{n < x| n e k-libero e n = a mod ¢}

Teorema, (Prachar — 1958) e (a,

Ok,q ° qC(k) Hllq (1
Allora

Si(;a,q) = Op.qr + O(zg /¥ 4 g/ Fp2(@),

dove w(q) = # divisori primi di q.

Corollario Se (a,q) =1,

1+1/k+e€

min{n k—libero e n = a mod ¢} < ¢

>
|
m.n
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Dimostrazione. Partiamo da pF ) = 3 p(a),
dk|n
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Dimostrazione. Partiamo da by = 3 u(d),
dk|n

Sk(z;a,q9) = > P (n) (1)

n<x
n=a mod q

Z pw(d)#{m < x/d" | d*m = a mod ¢}.
d< {/z
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Dimostrazione. Partiamo da by = 3 u(d),
dk|n

Sewag) = S ) (1)

n<x
n=a mod q

Z pw(d)#{m < x/d" | d*m = a mod ¢}.
d< {/z

Adesso

#{mgaj/dﬂdkmzamodq}:m%—kO( ).

Si divide la somma in (1) in due;
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Dimostrazione. Partiamo da by = 3 u(d),
dk|n

Sewag) = S ) (1)

n<x
n=a mod q

Z pw(d)#{m < x/d" | d*m = a mod ¢}.
d< {/z

Adesso

#{mgaj/dﬂdkmzamodq}:m%—kO( ).

Si divide la somma in (1) in due;

2. 2

d< ¥z ) gt/ ** Yz /qt/** <d< Yz
ged(d,q)=1
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|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1
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|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1

Z pw(d)#{m < z/d* | d*m = a mod ¢}

a< Yz /q" /"
god(d,q)=1
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|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1

Z p(d)#{m < z/d* | d*m = a mod ¢}

a< Yz/q /"
ged(d,q)=1

> @) (- +om)

a< b/ /q
ged(d,q)=1

|
|
nnml

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 11

|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1

Z p(d)#{m < z/d* | d*m = a mod ¢}

a< Yz/q /"
ged(d,q)=1

ged(d,q)=1

T4+ 0

)

d> Yz /q/+*

x
q
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|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1

Z p(d)#{m < z/d* | d*m = a mod ¢}

a< Yz/q /"
ged(d,q)=1

> u(d) (

a< bz /q /"
ged(d,q)=1

|
|
nnml

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 11

|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1

Z p(d)#{m < z/d* | d*m = a mod ¢}

a< Yz/q /"
ged(d,q)=1
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|:| PI‘ima Somma: Z p(d)#{m < a:/dk | d®m = a mod q}

2
d< bz /ql/F
ged(d,q)=1

Z p(d)#{m < z/d* | d*m = a mod ¢}

a< Yz/q /"
ged(d,q)=1

visto che 1 — (k —1)/k* > 1/k>.
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[1 Seconda Somma: 3 w(d)#{m < ©/d* | d®m = a mod g}

bz k
<d<
ql/k:2 =

gcd(d,q)=1
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[1 Seconda Somma: 3 w(d)#{m < ©/d* | d®m = a mod g}
V <d< ¥z
ql/k:2 -
ged(d,q)=1
Notare che

%/ql/k2<d§ Yrend* <z = n<g
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[ Seconda Somma:

Notare che

%/ql/k2<d§ Ve end® <z

Quindi

Z Z pu(d) < Z #{d < (f)l/k | d*n =amod q}. (2)

n
1%2 <d< {/w n<az/d” n<q'/¥
q

nd®=a mod q
ged(d,q)=1
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[1 Seconda Somma: 3 w(d)#{m < ©/d* | d®m = a mod g}
V <d< ¥z
ql/k:2 -
ged(d,q)=1
Notare che

{“/E/ql/k’2<d§ Yrend* <z = n<g

Quindi

Z Z ) K Z {d<( )Uk | d"n = amod q}. (2)

1%2 <d< {/x n<a/d" n<qt/*
q

nd®=a mod q
ged(d,q)=1

La congruenza d*n = a mod ¢ ha al pitt 2k“(?) soluzioni d € Z/qZ. Quindi

#{d < (az/n) | d*n = a mod ¢} < 2k%@ <(n>1/k é + O(1 ))
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[1 Seconda Somma: 3 w(d)#{m < ©/d* | d®m = a mod g}

bz L
d<
ged(d,q)=1

Notare che

Vifd/" <d<{mend <z = n<g
Quindi

Z Z pu(d) < Z #{d < (%)Uk | d*n =amod q}. (2)

1%2 <d< {/w n<az/d” n<q'/¥
q

nd®=a mod q
ged(d,q)=1

La congruenza d*n = a mod ¢ ha al pitt 2k“(?) soluzioni d € Z/qZ. Quindi

#1d < (z/n)"* | d*n = a mod ¢} < 2k~ <(%)”k é + O( )) ;

Infine (2) e O (k“(Q) (ql/k + = )) :

q1+1/(k2—k)
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3}
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3}

(11975 — Hooley. Se ged(a,q) =1,
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3]

(11975 — Hooley. Se ged(a,q) =1,

SQ(xQ a, Q) — 52,q£U -+ O(\/Eq_lm s q1/2+e)
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3]

(11975 — Hooley. Se ged(a,q) =1,

SQ(xQ a, Q) — 52,q£U -+ O(\/Eq_lm s q1/2+e)

meglio di Prachar se z!/3 < ¢ < 22/37¢.
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3]

(11975 — Hooley. Se ged(a,q) =1,

Sa(z3a,q) = 2,9z + O(Vzg /2 + ¢*/77°)

meglio di Prachar se z!/3 < ¢ < 22/37¢.

V5/8 < a < 3/4 In = n(a) t.c. se x®/® < Q <z,
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3]

(11975 — Hooley. Se ged(a,q) =1,

Sa(z3a,q) = 2,9z + O(Vzg /2 + ¢*/77°)

meglio di Prachar se z!/3 < ¢ < 22/37¢.

V5/8 < a < 3/4 In = n(a) t.c. se x®/® < Q <z,

So(;a,q) = 647 + 0((56) 1n>
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 2/ 3]

(11975 — Hooley. Se ged(a,q) =1,

Sa(z3a,q) = 2,9z + O(Vzg /2 + ¢*/77°)

meglio di Prachar se z!/3 < ¢ < 22/37¢.

V5/8 < a < 3/4 In = n(a) t.c. se x®/® < Q <z,

So(;a,q) = 647 + 0((56) 1n>

per una porzione positive dei g € (@, 2Q) con ged(a, q) = 1.
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 3/ 3}
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 3/ 3}

[11982 — McKurley. dcq, ¢y t.c. se le L-serie associate ai caratteri reali modulo

g non hanno zeri di Siegel, allora

|
|
nnnl

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 14

[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 3/ 3]

(11982 — McKurley. dcq,co t.c. se le L-serie associate ai caratteri reali modulo

g non hanno zeri di Siegel, allora

1/k

exp(c1/log z/k3)

Sk(30,q) = bpq2 + O ( zg)

) se & > exp(caklog® q).
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[Numeri k—liberi in progressione aritmetica 3/ 3]

(11982 — McKurley. dcq,co t.c. se le L-serie associate ai caratteri reali modulo

g non hanno zeri di Siegel, allora

(zq)'/*
exp(c1/log z/k3)

Sk(z;a,q) = g qx + O ( ) se & > exp(caklog® q).

(11969 — Orr & Warlimont. Medie per numeri k—liberi in progressione

aritmetica. 34 > 0 t.c.
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{Numeri k—liberi in progressione aritmetica 3/ 3]

(11982 — McKurley. dcq,co t.c. se le L-serie associate ai caratteri reali modulo

g non hanno zeri di Siegel, allora

Sk(30,q) = bpq2 + O ( zg)

1/k

exp(c1/log z/k3)

) se & > exp(caklog® q).

(11969 — Orr & Warlimont. Medie per numeri k—liberi in progressione

aritmetica. 34 > 0 t.c.

2

q<z2/3 [logt!

max Sa(z5a,q) — 02.0.07| <
a€l/qZ
gcd(a,q) square free

log

X
A

X
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{Numeri k—liberi in progressione aritmetica 3/ 3]

(11982 — McKurley. dcq,co t.c. se le L-serie associate ai caratteri reali modulo

g non hanno zeri di Siegel, allora

Sk(30,q) = bpq2 + O ( zg)

1/k

exp(c1/log z/k3)

) se & > exp(caklog® q).

(11969 — Orr & Warlimont. Medie per numeri k—liberi in progressione
aritmetica. 9A > 0 t.c.

2

q<z2/3/loght! x ged(a,

aIEnZaf;Z ’82 (.T, a, Q) o 52,a,qx|
q) square free

<

X

logA T

2

q<y

2

a€l/qZ
gcd(a,q) square free

So (x50, q) — G.0.q2]° < 2y + 2

8/5

1og5 T
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[Il problema generale]
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[Il problema generale]

S;f(:v) = #{n < x t.c. f(n)e k-libero}.
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[Il problema generale]

S;f( )i =#{n <z t.c. f(n)e k-libero}.

Si(z) =) ud)#{n <z |d"| f(n)}
d=1

|
|
nnnl

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 15

[Il problema generale]

S;f(:v) = #{n < x t.c. f(n)e k-libero}.

Si(z) =) ud)#{n <z |d"| f(n)}
d=1

Se P;(D) e la probabilita che f(n) & divisibile per D € N.
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[Il problema generale]

S;f( )i =#{n <z t.c. f(n)e k-libero}.

Si(z) =) ud)#{n <z |d"| f(n)}
d=1

Se P;(D) e la probabilita che f(n) & divisibile per D € N.

Problema. Studiare l'identita

Sf(a@) ~ [T (L= Ps(@) .

[
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[Variante al Problema generale}
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[Variante al Problema generale}

Sf(x) =#{p <z |peprimoe f(p)e k-libero}.
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[Variante al Problema generaleJ

ij(x) =#{p<zx|peéeprimoe f(p) e klibero}.

Teorema (Mirsky — 1949). Per ogni A > 0,

S‘;E(x) = #{p < x| p primo, p+ a é k-libero} = B,m(x) + O (1 :?4 )
og” x

dove
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[Variante al Problema generaleJ

ij(x) =#{p<zx|peéeprimoe f(p) e klibero}.

Teorema (Mirsky — 1949). Per ogni A > 0,

S‘;E(x) = #{p < x| p primo, p+ a é k-libero} = B,m(x) + O (1 :?4 )
og” x

dove

Lo vogliamo dimostrare con un errore piu debole.
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

S (x)
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Sia) = > P (p+a)=

p<z
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Si) = D uPp+a)=3 Y wud)=

p<z p<z d*|p+a
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Si) = Y pPp+a)y=>" Y wd)= > pdnr(z;—a,d)

P p<z d*|p+a d<z1/k
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Six) = Y pPp+a)y=)" Y wd)= > upldnr(z;—a,d)

P p<z d*|p+a d<z1/k

;T(<;k))+0( . ))+ S (@ —a, d)

3
log” x <ot/

d>log x
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Sk(x) Y P p+a)y=>" Y wd)= Y pdn(z;—a,d)

P p<z d*|p+a d<z1/k

;T<(;k)> + O ( - )) +| Y w(a;—a,d¥)

log” x oy

d>log x

7T(:1:) i T
Z SO(dk) T Z dF

log” z

d>log x d>log x
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Sk(x) Y P p+a)y=>" Y wd)= Y pdn(z;—a,d)

P p<z d*|p+a d<z1/k

;T<(;k)> 1O ( - )) +| Y w(a;—a,d¥)

log” x oy

d>log x

d>log x

T T
+ -
( log2 7 Z d*
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Dimostrazione. Sia 7(x;—a, q) il numero dei primi p < x, p = —a mod g,

usando il Teorema dei primi in progressione aritmetica:

Sk(x) Y P p+a)y=>" Y wd)= Y pdn(z;—a,d)

P p<z d*|p+a d<z1/k

() L k
+ O + g ;—a,d
p(d) (log3x>) (e~
d<z'/¥
d>log x

Bam(x ( q; +Z;—k

log L d>log x

log :1;

abbiamo usato la stima 7(z; —a,q) < x/q.
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(Valori k-liberi di polinomi in una Variabilej

|
|
nnnl

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 18

(Valori k-liberi di polinomi in una Variabilej

Sia f(t) € Z[t] i ii iii
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(Valori k-liberi di polinomi in una Variabilej

Sia f(t) € Z[t] ¢ primitivo i )
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(Valori k-liberi di polinomi in una Variabilej

Sia f(t) € Z[t] i primitivo i separabile iz MCD(f(n) | n € N) e k-libero
evitare casi come f(t) =t(t+ 1)(t+2)(t+3), 8| f(n) Vn.
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[Valori k-liberi di polinomi in una Variabile]

Sia f(t) € Z[t] ¢ primitivo ii separabile i MCD(f(n) | n € N) e k-libero

evitare casi come f(t) =t(t+ 1)(t+2)(t+3), 8| f(n) Vn.

Teorema (Ricci — 1933). Sia o¢(d) @l numero degli zeri di f in Z/dZ e

se= I <1 - Qf;klk)) |

[ primo

se deg f < k, allora Ve > 0

S;f(:c) =#{n <z t.c. f(n) ék-libero} =xds1+ O ( 1:8_6 )

log" " x
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[Valori k-liberi di polinomi in una Variabile]

Sia f(t) € Z[t] ¢ primitivo ii separabile i MCD(f(n) | n € N) e k-libero

evitare casi come f(t) =t(t+1)(t+2)(t+3), 8| f(n) Vn.
Teorema (Ricci — 1933). Sia o¢(d) @l numero degli zeri di f in Z/dZ e

se= I <1 - Qf;klk)) |

[ primo

se deg f < k, allora Ve > 0

S;f(:c) =#{n <z t.c. f(n) ék-libero} =xds1+ O ( 1:8_6 )

log" " x

Congettura. SIJ?(:C) = 20t anche se deg f > k.|| k = 2 e aperto
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Dimostrazione. Sia r =deg f, z =logz e P(z) =[]

p<z
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Dimostrazione. Sia r = deg f, 2z =logz e P(2) =[] .

S§(x)

|
|
nnnl

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 19

Dimostrazione. Sia r =deg f, z =logz e P(z) =[]

p<z

Sf(x) = > pP(f(n) =

n<x
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Dimostrazione. Sia r =deg f, z =logz e P(z) =

o) = S ) = 3 3wl

n<x n<z d*|n
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Dimostrazione. Sia r = deg f, 2 =logz e P(z) =[] . p- Si ha

Sf@) = 2 uPUm) =3, ) uld

n<x n<z dk|n

Y wd#n <x|d"| f(n)}

dgml/k
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Dimostrazione. Sia r = deg f, 2 =logz e P(z) =[] . p- Si ha

Sf(x) > oS

n<x

=22 ud)

n<x d,k‘n

> wd#n <z |d | f(n)}

d<gl/k

> ud)#

d|P(z)

{n<az\dk|f

)} +00>_#{n <z [p*| f(n)}).

p>z
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Dimostrazione. Sia r = deg f, 2 =logz e P(z) =[] . p- Si ha

Sf@) = 2 uPUm) =3, ) uld

n<x n<x dk|n

> wd#n <z |d | f(n)}

d<gl/k

Y wd#n <z | d*| f(n)}+ 00 _#{n <z p*|f(n)}).

d|P(2) p>2

Notare che

#{n<a | d"| f(n)} = or(d*) (5 +0(1)).
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Dimostrazione. Sia r = deg f, 2 =logz e P(z) =[] . p- Si ha

Sf@) = 2 uPUm) =3, ) uld

n<x n<x dk|n

> wd#n <z |d | f(n)}

d<gl/k

> wd#n <z | d|f(n)}+ 00 #{n <z p"|f(n)}):

d|P(2) p>2

Notare che

#{n <a | d"| fm)} = os(d) (55 +0(1)).

Se p¥ | f(n), allora p < ca™/* per ¢ > 0 opportuna e o7(p) < r e moltiplicativa.
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(#{n <z | d*|f(n)} + 0 _#{n <z [p*|f(n)})

p>z
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Y wd#n <z | d*| f(n)}+ 00 _#{n <z [p*|f(n)})

d|P(z) p>2

1)) +0 Z—+ S

p>z p<cxr/k
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Y wd#n <z | d*| f(n)}+ 00 _#{n <z [p*|f(n)})

d|P(z) p>2

= +0(1)) +0 Z—+ S

p>z p<czr/k

r/k
+O((1+7~)”<Z)+ A )

zk=1llogz logwx
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Y wd#n <z | d*| f(n)}+ 00 _#{n <z [p*|f(n)})

d|P(z) p>2

= +0(1)) +0 Z—+ S

p>z p<czr/k

r/k
(MM e * o)

zk=1llogz logwx

w(d)

T
Z dF log.r log log:r;>

d>z
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Y wd#n <z | d*| f(n)}+ 00 _#{n <z [p*|f(n)})

d|P(z) p>2

= +0(1)) +0 Z—+ S

p>z p<czr/k

r/k
(<WW>+ e * o)

zk=1llogz logwx

w(d)

T
Z dF log x log log @ )

d>z

|
|
nnnl

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 20

Y wd#n <z | d*| f(n)}+ 00 _#{n <z [p*|f(n)})

d|P(z) p>2

= +0(1)) +0 Z—+ S

p>z p<czr/k

r/k
(<WW>+ e * o)

zk=1llogz logwx

w(d)

T
Z dF log x log log @ )

d>z

Si & usato r¥(4) = d¢.[]
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S;f(x) = #{n < x t.c. f(n)e k-libero}.
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[Storia del Problema 1/ 2}

S;f(x) = #{n < x t.c. f(n)e k-libero}.

[1 1953 — Erdés. Se deg f = k + 1, allora, SJ’;?(:U) — 00.
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[Storia del Problema 1/ 2}

S;f(x) = #{n < x t.c. f(n)e k-libero}.

[1 1953 — Erdés. Se deg f = k + 1, allora, S}?(w) — 00.

[] 1976 — Hooley. Se f e irriducibile

Sjlf(x):ajéf,kth( . ) se deg f =k +1

log"/(F+2) 5
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[Storia del Problema 1/ 2J

S;f(x) = #{n < x t.c. f(n)e k-libero}.

[1 1953 — Erdés. Se deg f = k + 1, allora, S}?(w) — 00.

[] 1976 — Hooley. Se f e irriducibile

k() _ L _
Sf(x)_xéf’k+0<logk/(k+2)x) se deg f =k +1

[ 1976 — Nair. Sia A = /2 —1/2 = 0.9142- - -, f irriducibile,

S]l?(gv):ajéf,kJrO(l 5_1 ) se deg f > Mk
og" T x
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[Storia del Problema 2/ 2}
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[Storia del Problema 2/ 2}

[11980— Huxley, Nair. Vk, deg f, do = o(k,deg f) t.c.

SJ’?(:I:) =x0sr+0 (2" 77) sek> V2deg f+1— (deg f+1)/2
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[Storia del Problema 2/ 2}

[11980— Huxley, Nair. Vk, deg f, do = o(k,deg f) t.c.

SJ’?(:I:) =x0sr+0 (2" 77) sek> V2deg f+1— (deg f+1)/2

(11977 — Nair. Ja < 70/71 t.c.

S}“(w):xéf,quO(a:O‘) se degf=k+1>7
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[Storia del Problema 2/ 2}

[11980— Huxley, Nair. Vk, deg f, do = o(k,deg f) t.c.

SJ’?(:I:) =x0sr+0 (2" 77) sek> V2deg f+1— (deg f+1)/2

(11977 — Nair. Ja < 70/71 t.c.

S}“(w):xéf,quO(a:O‘) se degf=k+1>7

[1 1982 — Hinz. generalizzazione del lavoro di Nair per campi numerici.
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[Storia del Problema 2/ 2}

[11980— Huxley, Nair. Vk, deg f, do = o(k,deg f) t.c.

SJ’?(:C) =x0sr+0 (2" 77) sek> V2deg f+1— (deg f+1)/2

(11977 — Nair. Ja < 70/71 t.c.

S}“(w):xéf,quO(a:O‘) se degf=k+1>7

[1 1982 — Hinz. generalizzazione del lavoro di Nair per campi numerici.

[] 1998 — Granville.

abc — S]%(a:)~5f,2x
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[Valori k—liberi su argomenti primij

Sf(x) =#{p <z |peprimoe f(p)e k-libero}.
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[Valori k—liberi su argomenti primij

Sf(x) =#{p<zx|peéeprimoe f(p) e klibero}.

[] 1977 — Hooley. Se deg f = k+ 1 > 41 e f e irriducibile, allora A, > 0 t.c.

N ~ T
S]]f(a:') =drpm(x)+ O (logHA’“ a:) se deg f=k+1>41
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[Valori k—liberi su argomenti primij

Si]]f(x) =#{p<zx|peéeprimoe f(p) e klibero}.

[] 1977 — Hooley. Se deg f = k+ 1 > 41 e f e irriducibile, allora A, > 0 t.c.

N ~ T
S]]f(a:) =drpm(x)+ O (logHA’“ a:) se deg f=k+1>41

dove o¢(d) € in numero degli zeri di f(¢) in (Z/dZ)* e

= 11 (1)

[ primo
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[Valori k—liberi su argomenti primij

Si]]f(x) =#{p<zx|peéeprimoe f(p) e klibero}.

[] 1977 — Hooley. Se deg f = k+ 1 > 41 e f e irriducibile, allora A, > 0 t.c.

N ~ T
S]]f(a:) =drpm(x)+ O (logHA’“ a:) se deg f=k+1>41

dove o¢(d) € in numero degli zeri di f(¢) in (Z/dZ)* e

= 11 (1)

[ primo

[1 Se deg f < k, Teorema di Ricci si estende.
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[Valori k—liberi delle funzioni aritmetiche classichej
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[Valori k—liberi delle funzioni aritmetiche classichej

[] 2003 — Banks & FP. Se ¢ e la funzione di Eulero,

k(o _ C
S,(w) ={n <z t.c. p(n) ¢ k-libero}.
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[Valori k—liberi delle funzioni aritmetiche classiche)

[] 2003 — Banks & FP. Se ¢ e la funzione di Eulero,

k(o _ C
S,(w) ={n <z t.c. p(n) ¢ k-libero}.

Allora Vk > 3,

SZZ( ) = 3ap  x (loglogx)k—2 Lo, (bgloglogx)%kjl)k 1
2(k = 2)! log 2 (loglog x)1—1/
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[Valori k—liberi delle funzioni aritmetiche classiche)

[] 2003 — Banks & FP. Se ¢ e la funzione di Eulero,

k(o _ C
S,(w) ={n <z t.c. p(n) ¢ k-libero}.

Allora Vk > 3,

Sk(z) = — % A (log log log z)2(F+1™ "1
? 2(k —2)! (loglog x)1—1/k

k—1+7\ (1—2)
)

j [ — 1)itit]
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(La Funzione di Charmichael)
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(La Funzione di Charmichael)

Vn € N, A(n) :=exp((Z/nZ)*)
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(La Funzione di Charmichael)

VneN,  An):=exp((Z/nZ)*)

p’ " Yp—1), sep>3orv<2;

In altre parole \(p") = ,
2V

: sep=2andv >3
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(La Funzione di Charmichael)

VneN,  An):=exp((Z/nZ)*)

v“Hp—1), sep>3orv<2
In altre parole A\(p”) = P (p—1) p= =

V=2 sep=2andv >3

e Vn > 2, A(n) = lem(A(p7*), ..., A(p%*)), dove n = pi* - - - pks.
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(La Funzione di Charmichael)

VneN,  An):=exp((Z/nZ)*)

v“Hp—1), sep>3orv<2
In altre parole A\(p”) = P (p—1) p= =

V=2 sep=2andv >3

e Vn > 2, A(n) = lem(A(p7*), ..., A(p%*)), dove n = pi* - - - pks.
Nota. A(1) =1. Vn A(n) | ¢(n).
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(La Funzione di Charmichael)

VneN,  An):=exp((Z/nZ)*)

p’ " Yp—1), sep>3orv<2;

In altre parole \(p") = ,
2V

: sep=2andv >3

e Vn > 2, A(n) = lem(A(p7*), ..., A(p%*)), dove n = pi* - - - pks.
Nota. A\(1) =1. Vn A(n) | ¢(n).

[] 2002 FP, Saidak & Shparlinski.

X

1—Q{k ?

log T

S¥(x) = #{n < x t.c. \(n) & k-libero} = (kj + o(1))
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(La Funzione di Charmichael]

VneN,  An):=exp((Z/nZ)*)

v“Hp—1), sep>3orv<2
In altre parole A\(p”) = P (p—1) p= =

V=2 sep=2and v >3

e Vn > 2, A(n) = lem(A(p7*), ..., A(p%*)), dove n = pi* - - - pks.
Nota. A\(1) =1. Vn A(n) | ¢(n).
[] 2002 FP, Saidak & Shparlinski.

X

S¥(z) = #{n <z t.c. A\(n) & k-libero} = (ki + o(1))

1—Q{k ?

log T

ok+2 _ 4 n

dove «, = : ,
2k+2 _ 2 VYK (ay)

1

N = lim log<1+

l—1 k—libero
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(La Funzione “ordine”)
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(La Funzione “ordine”)

Sia a € Z\ {0,£1}, n € N t.c. (a,n) =1,
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(La Funzione “ordine”)

Sia a € Z\ {0,£1}, n € N t.c. (a,n) =1,

ord,(n) := min{e € N | ¢° =1 mod n}.
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(La Funzione “ordine”)

Sia a € Z\ {0,£1}, n € N t.c. (a,n) =1,

ord,(n) := min{e € N | ¢° =1 mod n}.

Chiaramente ord,(n) | A(n).
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(La Funzione “ordine”)

Sia a € Z\ {0,£1}, n € N t.c. (a,n) =1,

ord,(n) := min{e € N | ¢° =1 mod n}.

Chiaramente ord,(n) | A(n).

12003 — FP.

UNIVERSITA RoMA TRE

Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 26

|



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 26

(La Funzione “ordine”J

Sia a € Z\ {0,£1}, n € N t.c. (a,n) =1,

ord,(n) := min{e € N | ¢° =1 mod n}.

Chiaramente ord,(n) | A(n).
112003 — FP.

(a,n) =1,
Sord, () = # < n < x t.c. = (tg.x +0(1))
ord,(n) & k-libero I
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(La Funzione “ordine”J

Sia a € Z\ {0,£1}, n € N t.c. (a,n) =1,

ord,(n) := min{e € N | ¢° =1 mod n}.

Chiaramente ord,(n) | A(n).
112003 — FP.

(a,n) =1,
Sord, () = # < n < x t.c. = (tg.x +0(1))
ord,(n) & k-libero I

Se a e senza fattori quadratici e k > 3,

Bak = [H (1 . lk—2(zl2 - 1))] . |
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[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberij
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[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberi]

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g(n) moltiplicativa, 0 < g(p”) < ¥, c< 2 e

> 9(p) = (7 +o(1))7(x)

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

1 x = g(l”
> o)~ reyigs L -

n<x <z v=0
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Teorema (Wirsing — 1961). Sia g(n) moltiplicativa, 0 < g(p”) < ¥, c< 2 e

> 9(p) = (7 +o(1))7(x)

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

1 x = g(l”
> o)~ reyigs L -

n<x <z v=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!

|
|
nnml

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 27

[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberiJ

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g(n) moltiplicativa, 0 < g(p”) < ¥, c< 2 e

> 9(p) = (1 +o(1))m ()

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

1 x = g(l”
> o)~ reyigs L -

n<x <z v=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!
[] Mirsky. VA > 0
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[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberiJ

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g(n) moltiplicativa, 0 < g(p”) < ¥, c< 2 e

> 9(p) = (1 +o(1))m ()

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

1 x = g(l”
> o)~ reyigs L -

n<x <z v=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!
[] Mirsky. VA > 0
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Numeri senza fattor: quadratict

[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberiJ

Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 27

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g(n) moltiplicativa, 0 < g(p”) < ¥, c< 2 e

> 9(p) = (1 +o(1))m ()

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

1 x = g(l”
> o)~ reyigs L -

n<x <z v=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!
[] Mirsky. VA > 0

Si(z) =
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[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberiJ

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g(n) moltiplicativa, 0 < g(p”) < ¥, c< 2 e

> 9(p) = (1 +o(1))m ()

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

1 x = g(l”
> o)~ reyigs L -

n<x <z v=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!
[] Mirsky. VA > 0

Sh(x) =)  uM(Ap) =

p<T

|
|
nnml

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 27

[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberiJ

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g( ) moltiplicativa, 0<gp’)<KLc’,c<2e

> 9(p) = (1 +o(1))m ()

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

lV
Z g(n) ~ eWF logx H Z ¢

n<x [<xv=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!
[] Mirsky. VA > 0

Zﬂ(k) =#{p<x|p-—1¢e k-libero} =

p<x
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[Il metodo per \ e ord,(n) k—liberij

Teorema (Wirsing — 1961). Sia g( ) moltiplicativa, 0<gp’)<KLc’,c<2e

> 9(p) = (1 +o(1))m ()

p<x
per qualche 7 # 0. Sia v costante di Fulero, I' funzione gamma. Allora

lV
Z g(n) ~ eWF logx H Z ¢

n<x [<xv=0

1B (A(n)) e p®(ord,(n)) sono moltiplicative!

[] Mirsky. VA > 0

Z“(k) =#{p <z |p—1ek-libero} =arm(xz)+ O (log x)

p<x

|
|
nnml

A UNIVERSITA RoMA TRE



Numeri senza fattor: quadratict Seminario di Teoria dei Numeri a Tor Vergata 28

Usando il Teorema di densita di Chebotarev:
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Usando il Teorema di densita di Chebotarev:

~

Sorg. () =#{p <x|pfa, ordy(a)e k-libero } = B, pm(x) + O (ﬁ)
“ X
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Usando il Teorema di densita di Chebotarev:

Sfrda () =#{p < x|pfa, ordy(a)e k-libero } = B, pm(x) + O (

do = o(a, k)

In generale se f ¢ un funzione t.c. u®)(f(n)) & moltiplicativa,
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Usando il Teorema di densita di Chebotarev:

Sord () =#{p < x|pfa, ordy(a)e k-libero } = B, pm(x) + O (

do = o(a, k)

In generale se f ¢ un funzione t.c. u®)(f(n)) & moltiplicativa,

Six) ~rppm(z) = Sf(x)~ WMF Tfk HZ

p<x v=0

M(k)
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