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1 Ecuacién (general) de Weierstrass

Considere la ecuacién (general) de Weierstrass: 2 +aizy+asy = 22 +asx® +asx+ag donde ay, as, as, as, a6 € K
cuerpo.

Muestre que si K tiene una caracteristica diferente de 2, la transformacion afin

Xr <= X
y<—<y—(a1x—|—a3)/2

mapea la ecuacién (general) de Weierstrass en una de las formas y? = 2% + bow? + byx + bg. Calcule bo, by, b en
términos de a1, as, as, ay, ag.

Muestre que si K tiene una caracteristica diferente de 3, la transformacion afin
T~z —as/3
Yy —=y
mapea la ecuacién de Weierstrass: y? = 23 + box? + by + bg en una de las formas y? = 23 + ¢4 + c5. Calcule

c4, cg en términos de by, by, bg.

Suponga que la caracteristica de K es 2 y considere la ecuacién de Weierstrass: 32 + ajxy + asy = 23 + asz? +
asx + ag

— Si a1 # 0, demuestre que la transformacion

T~ alz +az/a;

y = ady + (ataq + a3) /a3
asigna la ecuacién anterior a lo siguiente: 3% 4+ xy = x> + byx? + bg. También pruebe que lo anterior no es
singular si y solo si bg # 0.

— Si a; = 0, demuestre que la transformacién

{ T =T+ as
Y=y

asigna la ecuacién anterior a lo siguiente: y? + bzx = x> + by + bg. También pruebe que lo anterior no es
singular si y solo si b3 # 0.

— Muestre que una curva definida por y? + xy = 23 + bea® + bg (bg # 0) tiene un tinico punto de orden 2
mientras que y? + bz = 23 + byx + bg (b3 # 0) no tiene puntos de orden 2.

— Enumere todas las posibles ecuaciones de Weierstrass no singulares (simplificadas) sobre Fo y para cada
uno de ellos calcular el grupo de puntos racionales sobre Fy. Calcular, cuando sea posible, las isogenias
entre las curvas anteriores.

Considere la transformacion afin:
x=uz +r
y =1y + su’x +t

— Muestre que mapea una ecuacién general de Weierstrass en otra ecuacion de Weierstass;

donde: uw e K*,r,s,t € K.

— Muestre que cualquier transformacién afin entre las ecuaciones de Weierstrass tiene la forma anterior;

— Muestre que la transformacién anterior es un isomorfismo entre los respectivos grupos de puntos racionales.

Clasificar todas las posibles clases de isomorfismos de curvas elipticas sobre F3.



2 Polinomios de division

Considerar

Yo =0, ¢P1=1,

’(/}2 = 2y7

3 = 32t + 6Ax? + 12Bx — A2,

gy = 4y(2® + 5Az* + 20Bx3 — 5A%2% — 4ABx — 8B?% — A3),

"/}2771-&-1 = ¢m+21/)§n - ¢m—1¢f’n+1 por m > 2,
Yom = (%) : (1/1m+27/)%@_1 - '(/)m—ngq-i-l) por m > 3.

El polinomio v, se llama polinomio n—ésimo de division. El objetivo de estos problemas es establecer las
propiedades bésicas de estos polinomios.

1. Verificar la identidad

o= (== 55 557

porn=1,2 3.
2. Establecer y? = 2® + Az + B y mostrar que 9,11 € Z[z, A, B] y Yo € 2yZ[x, A, B).

3. Demostrar la identidad

b = e =1/2 4 ... si n es impar;
" y(nx("2*4)/2 +---) sinespar.

2 ton

4. Muestre que si E estd definido sobre K, entonces 1;, =, ant1, estéan todos en K|x].

5. Demuestra que las raices de 12,41 son las coordenadas = de los puntos de E[2n + 1] \ {oo}, donde E[2n + 1]
es el subgrupo de torsién (2n + 1) de E. De manera similar, las raices de 1, /y son las coordenadas = de los
puntos de E[2n] \ E[2].



