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Questa tesi si oupa dell'algoritmo di Agrawal, Kayal e Saxena, on il quale

il problema della �primalità� si può risolvere on un algoritmo deterministio

polinomiale. Infatti, in un tempo he rese solo in modo polinomiale rispetto

al numero di ifre di n, l'algoritmo AKS dihiara orrettamente se un numero

intero n è primo o omposto.

Nel primo apitolo è stata presentata una panoramia generale sui test di

primalità e si è deiso di seguire il testo di Carl Pomerane [CP01℄.

Si è iniziato on i test più semplii e intuitivi: il metodo delle divisioni per

prova e il �rivello di Eratostene�. Questi algoritmi, però, si è visto he

rihiedono un tempo esponenziale nella misura dell'input n.

Sono stati disussi, allora, metodi he rionosono veloemente numeri om-

posti. Per tali test, però, si sa solo he, se dopo più tentativi un numero

non è dihiarato omposto, allora, on alta probabilità, è primo. Queste non

sono, quindi, dimostrazioni di primalità.

Dal fatto he il Piolo Teorema di Fermat (Teorema 1.3.1) non si inverte,

sono de�niti gli pseudoprimi di Fermat:

De�nizione 1.3.2. Un numero omposto dispari n è uno pseudoprimo di

Fermat in base a se vale l'equazione a

n

� a (mod n).

Gli pseudoprimi, nonostante siano rari rispetto ai primi (Teorema 1.3.3), sono

in�niti (Teorema 1.3.5) per ogni base a � 2. Da iò segue he non è possibile

ottenere un test di primalità, nemmeno probabilistio, he utilizzi la nozione

di pseudoprimo di Fermat, per determinare orrettamente se un numero è

primo.

De�nizione 1.3.7. Un intero omposto dispari n per ui a

n

� a (mod n)

per ogni intero a è un numero di Carmihael.

I numeri di Carmihael, ome 561 = 3 � 7 � 11, sono molto rari ma in�niti

[AGP94℄, per ui la ondizione a

n

� a (mod n) è inutile ome regola per

rionosere i primi.
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A di�erenza del Piolo Teorema di Fermat, il Teorema di Wilson dà una

ondizione sia neessaria he su�iente per la primalità.

Teorema 1.3.9 (Teorema di Wilson). Sia n un numero intero positivo.

Allora

n è primo se e solo se (n� 1)! � �1 (mod n):

Il problema di veri�are la primalità on questo test è he tale veri�a rihiede

un tempo esponenziale O(n

2

log

2

n).

E' stata illustrata una nozione più ra�nata di quella di pseudoprimo di

Fermat, rispetto alla quale non esistono asi eezionali ome i numeri di

Carmihael. Per introdurre tale notazione si utilizza il Teorema di Eulero.

Teorema 1.3.12 (Teorema di Eulero). Siano p � 3 primo e a 2 Z, allora

a

p�1

2

�

�

a

p

�

(mod p):

De�nizione 1.3.13. Sia n un intero omposto dispari e sia a 2 (Z=nZ)

�

.

Allora n si die pseudoprimo di Eulero in base a se

a

n�1

2

�

�

a

n

�

(mod n);

dove

�

a

n

�

india il simbolo di Jaobi.

Dal Teorema di Eulero si dedue il test probabilstio di primalità detto di

Solovay-Strassen, del 1977. Se si trova una base a per ui la ongruenza

a

n�1

2

�

�

a

n

�

(mod n) non è veri�ata, allora n non è pseudoprimo di Eulero

rispetto ad a e quindi non è primo. In totale, il test rihiede un tempo

O(log

3

n).

E' stata data, poi, la de�nizione di pseudoprimo forte, he è ispirata dalla

seguente proprietà dei numeri primi.

Teorema 1.3.16. Sia p è un primo dispari e p� 1 = 2

s

t, dove t è dispari.

Se p - a allora

a

t

� 1 (mod p) o a

2

i

t

� �1 (mod p) 0 � i � s� 1 (1.1)
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La onlusione del preedente enuniato non vale solo per i primi. infatti, se

n = 91 = 7 � 13, si vede he (1.1) vale per a = 10.

De�nizione 1.3.18. Un numero omposto e dispari n è uno pseudoprimo

forte in base a se, sritto n� 1 = 2

s

t on t dispari, vale (1.1).

Si è mostrato (Teorema 1.3.22) he, se n è omposto, almeno

3

4

di tutti gli

interi a in [1; n � 1℄ sono basi per ui n non è pseudoprimo forte. Da iò è

nato l'algoritmo probabilistio di Miller-Rabin del 1980, he veri�a la (1.1)

e rihiede un tempo O(log

3

n) per ogni iterazione. La probabilità he il test

fallisa per k iterazioni indipendenti è minore o uguale di

1

4

k

. Quindi, a patto

di onsiderare un numero di iterazioni adeguato, è ragionevole onludere

he, in aso di suesso, n è primo.

E' stato presentato, in seguito, un test di primalità basato sui numeri di

Fibonai (De�nizione 1.3.24). Tale test è ispirato alla seguente proprietà

dei numeri primi.

Teorema 1.3.25. Se p è primo, allora

F

p�

(

5

p

)

� 0 (mod p): (1.2)

Non vale il vieversa, infatti n = 323 = 17 � 19 veri�a F

n�

(

5

n

)

� 0 (mod n).

De�nizione 1.3.26. Un numero omposto n è uno pseudoprimo di Fibonai

se vale F

n�

(

5

n

)

� 0 (mod n).

In generale se f(x) = x

2

� ax + b 2 Z[x℄, dove a e b sono interi per ui

� = a

2

� 4b non è un quadrato, si possono de�nire le suessioni di Luas

U

j

= U

j

(a; b) =

x

j

� (a� x)

j

x� (a� x)

(mod f(x)) (1.3)

V

j

= V

j

(a; b) = x

j

+ (a� x)

j

(mod f(x)):

Per induzione si ha U

0

= 0;U

1

= 1; : : : ;U

j

= aU

j�1

� bU

j�2

, da ui U

j

2 Z.

Quindi, se si onsidera f(x) = x

2

�x� 1, gli U

j

(1;�1) sono proprio i numeri

di Fibonai F

j

.
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Teorema 1.3.27. Siano a; b;� interi tali he � = a

2

� 4b non è un qua-

drato e sia (U

j

) una suessione de�nita ome in (1.3). Se p è un primo e

MCD(p; 2b�) = 1, allora

U

p�

(

�

p

)

� 0 (mod p): (1.4)

Quindi vengono de�niti gli pseudoprimi di Luas e di Frobenius.

De�nizione 1.3.28. Un numero omposto n on MCD(n; 2b�) = 1 è uno

pseudoprimo di Luas rispetto a x

2

� ax+ b se

U

n�

(

�

n

)

� 0 (mod n):

De�nizione 1.3.29. Siano a, b, � interi on � = a

2

� 4b he non è un

quadrato. Un numero omposto n onMCD(n; 2b�) = 1 è uno pseudoprimo

di Frobenius rispetto a f(x) = x

2

� ax + b se

x

n

�

8

<

:

a� x (mod (f(x); n)) quando (

�

n

) = �1

x (mod (f(x); n)) quando (

�

n

) = 1

(1.5)

E' stato provato da Grantham he per ogni polinomio irriduibile x

2

�ax+ b

esistono in�niti pseudoprimi di Frobenius [Gra01℄. Una delle onseguen-

ze (Teorema 1.3.30) è he esistono, per ogni a,b dati, on � he non è un

quadrato, in�niti pseudoprimi di Luas.

In analogia agli pseudoprimi forti, sono stati de�niti gli pseudoprimi forti

di Luas (De�nizione 1.3.31) e di Frobenius (De�nizione 1.3.32). Un test di

pseudoprimo forte di Frobenius può fallire, rionosendo un numero omposto

ome primo, on una probabilità 1=7710 (Teorema 1.3.33), molto più bassa

di

1

4

, ottenuta on il test di Miller-Rabin.

Nel seondo Capitolo è stata presentata la Teoria delle dimostrazioni di pri-

malità, ostruendo degli esempi numerii, la ui dimensione è di rilevanza

rittogra�a, per iasuno dei test illustrati. Luas, nel 1891, notò he dal

Piolo Teorema di Fermat segue he, se è possibile fattorizzare p� 1, allora

è faile dimostrare he p è primo.
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Teorema 2.1.1 (Luas). Se n 2 N e a 2 (Z=nZ) è tale he

a

n�1

� 1 (mod n)

ma a

(n�1)=q

6� 1 (mod n) per ogni primo q j n� 1;

(2.6)

allora n è primo.

Questo è un test faile da utilizzare se n è un numero di Fermat F

n

= 2

2

n

+1.

Infatti, un orollario del Teorema di Luas è il Test deterministio di Pepin.

Teorema 2.1.2 (Test di Pepin 1877). Per k � 1, il numero F

k

= 2

2

k

+1

è primo se e solo se 3

(F

k

�1)=2

� �1 (mod F

k

).

Si è erato, poi, un metodo per ottenere �dimostrazioni di primalità� per p

fattorizzando solo parzialmente n� 1.

Teorema 2.1.3 (Poklington 1914). Siano n e a interi tali he

n� 1 = FR (2.7)

a

n�1

� 1 (mod n) e MCD(a

(n�1)=q

� 1; n) = 1 per ogni primo q j F;

(2.8)

allora ogni fattore primo di n è ongruente ad 1 (mod F ).

Corollario 2.1.4. Se valgono (2.7) e (2.8) e F �

p

n, allora n è primo.

Il Test di Poklington è appliabile se è onosiuta la fattorizzazione in primi

di F .

Nel Teorema 2.1.5 si è mostrato ome il valore di F può essere abbassato.

E' stata, poi, analizzata la nozione di �erti�ato suinto di primalità�, ba-

sato su un'iterazione del test p� 1 di Luas per provare he ogni q j p� 1 è,

a sua volta, primo (Teorema 2.1.6).

Esiste anhe un test �n + 1� failmente veri�abile dai numeri di Mersenne

M

n

= 2

n

� 1. In analogia on il Teorema 2.1.3 di Poklington, si ha:
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Teorema 2.2.4 (Morrison). [Mor75℄ Siano f = x

2

�ax+ b e � = a

2

�4b,

e sia n un intero positivo on MCD(n; 2b) = 1 e (

�

n

) = �1. Se F è un

divisore di n+ 1 e

U

n+1

� 0 (mod n); MCD(U

(n+1)=q

; n) = 1 per ogni primo q j F; (2.9)

allora ogni primo p j n veri�a p � (

�

p

) (mod F ). In partiolare, se

F >

p

n + 1 e valgono le ipotesi (2.9), allora n è primo.

E' possibile, inoltre, desrivere un test di primalità analogo, usando la su-

essione (V

k

) (Teorema 2.2.6). Si è dimostrato, inoltre, he si può rihiedere

anhe una fattorizzazione solo parziale di p+ 1 (Teorema 2.2.8).

In�ne, si è visto ome, ombinando insieme le fattorizzazioni parziali di p�1

e di p+ 1, si può provare he p è primo (Teorema 2.2.9).

Nel Capitolo tre, è stato presentato l'algoritmo AKS, nella sua forma origi-

naria dell'Agosto 2002 [AKS02℄.

Il test è basato sulla seguente identità sui numeri primi.

Teorema 3.1.1. Siano a; n interi on MCD(a; n) = 1. Allora n è primo se

e solo se

(x� a)

n

� (x

n

� a) (mod n): (3.10)

Controllare quando la (3.10) è veri�ata, però, rihiede un tempo O(n) espo-

nenziale. L'idea è stata, allora, quella di ontrollare la (3.10) modulo un

polinomio opportuno x

r

� 1.

Quindi, un'iterazione dell'algoritmo ontrollerà se vale la ongruenza

(x� a)

n

� (x

n

� a) (mod x

r

� 1; n): (3.11)

Tuttavia, aluni numeri omposti n soddisfano la (3.11) per �pohi� valori di

(a; r). Si è mostrato, però, seguendo l'artiolo di Agrawal, Kayal e Saxena

[AKS02℄, he, per appropriati valori di r, se l'equazione (3.11) è soddisfatta

per aluni valori di a, allora n deve essere una potenza di un primo (Lemma
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3.3.7). La veri�a della ongruenza (3.11) rihiede un tempo O(r

2

log

3

n), se

si usa l'algoritmo dei quadrati suessivi per alolare le potenze.

In [AKS02℄ tutte le analisi degli algoritmi sono state alolate on la ma-

tematia veloe della Fast Fourier Transform. Si è selto di tradurre tutte

le analisi utilizzando le stime per la omplessità della matematia lassia

(�naive�).

ALGORITMO AKS

Input un intero n > 1.

1. se (n è della forma a

b

; b > 1) output COMPOSTO;

2. r = 2;

3. while (r < n){

4. se (MCD(n; r) 6= 1) output COMPOSTO;

5. se (r è primo)

6. sia q il più grande fattore primo di r � 1;

7. se (q � 4

p

r logn) e (n

r�1

q

6� 1 (mod r))

8. ESCI DAL CICLO while;

9. r  � r + 1;

10. }

11. for a = 1 to 2

p

r logn

12. se ( (x� a)

n

6� (x

n

� a) (mod x

r

� 1; n) output COMPOSTO;

13. output PRIMO.

Nell'algoritmo i sono due ili: prima un while e poi un for; nel primo

si era un numero primo r tale he r� 1 ha un fattore primo q � 4

p

r logn,

e he q j o

r

(n), dove o

r

(n) è l'ordine di r mod n. Tale r esiste sempre o-

me onseguenza del Teorema di Fouvry [Fou85℄, ed è dell'ordine O(log

6

n)

(Teorema 3.3.2).

Lemma 3.3.3. Se n è primo, allora l'algoritmo produe output PRIMO.

Il lemma si veri�a failmente. Per mostrare il �vieversa�, ioè he se n è
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omposto l'algoritmo produe output COMPOSTO, sono neessari aluni

lemmi supplementari (Lemma 3.3.4, Lemma 3.3.5).

Se l'algoritmo si imbatte in un fattore proprio di n al passo 4, allora l'output

COMPOSTO. Se non suede niente di quanto detto sopra, l'algoritmo

entra nel ilo for.

Si nota he (x�a)

n

� (x

n

�a) (mod x

r

�1; n) implia he (x�a)

n

� (x

n

�a)

(mod h(x); p), dove h(x) è un fattore irriduibile di

x

r

�1

x�1

su F

p

. L'insieme

degli ` binomi (x + a), per 1 � a � ` genera un gruppo ilio, generato da

g(x), in questo ampo di ardinalità maggiore di n

2

p

r

(Lemma 3.3.4).

Si de�nise un insieme dei numeri, relativo a g(x), hiuso sotto la moltipli-

azione (Lemma 3.3.5):

I

g(x)

= fm j g(x)

m

� g(x

m

) (mod x

r

� 1; p)g:

Allora, vale il seguente lemma:

Lemma 3.3.6. Sia o

g

l'ordine di g(x) in F

p

[x℄=(h(x)). Siano m

1

; m

2

2 I

g(x)

.

Allora, m

1

� m

2

(mod r) implia he m

1

� m

2

(mod o

g

).

In�ne, la dimostrazione he se n è omposto, l'algoritmo produe ome output

COMPOSTO, è una onseguenza del Lemma 3.3.6 (Lemma 3.3.7).

La omplessità dell'algoritmo utilizzando l'aritmetia �naive�, ioè quella

he rihiede un tempo quadratio per moltipliare gli interi, è O(log

19

n)

(Teorema 3.4.1).

Tuttavia, l'algoritmo, probabilmente, è molto più veloe, ioè ha una om-

plessità O(log

9

n) (Lemma 3.4.4). Infatti, iò è vero se vale la Congettura

3.4.3 sulla densità dei primi r di Sophie Germain, per ui il più grande

fattore primo di r�1 è

r�1

2

ed è primo. Inoltre se vale la ongettura seguente

Congettura 3.5.1. Se r - n, e se

(x� 1)

n

� (x

n

� 1) (mod x

r

� 1; n);

allora o n è primo, o n

2

� 1 (mod r);
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segue un algoritmo di omplessità O(log

6:5

n).

Nel Marzo 2003, sulla base di miglioramenti dovuti a Lenstra, l'algoritmo

è stato modi�ato in modo da non dover riorrere, nella veri�a della sua

orrettezza, al Teorema di Fouvry he è di�ile da dimostrare. Lo studio del

nuovo lavoro è l'argomento del Capitolo 4.

ALGORITMO AKS CON IL MIGLIORAMENTO DI LENSTRA

Input un intero n > 1.

1. se (n è della forma a

b

; b > 1) output COMPOSTO;

2. Cera il più piolo r tale he o

r

(n) > 4 log

2

n;

3. Se 1 < (a; n) < n per qualhe a � r, output COMPOSTO;

4. Se n � r, output PRIMO;

5. For a = 1 to

j

2

p

'(r) logn

k

6. se ((x + a)

n

6� x

n

+ a (mod x

r

� 1; n)), output COMPOSTO;

7. altrimenti output PRIMO.

E' stato dimostato he esiste un r = O(log

5

n), tale he o

r

(n) > 4 log

2

n

(Lemma 4.3.2).

Come nell'algoritmo originario è evidente he se n è primo, allora 'è output

PRIMO.

Per ottenere l'impliazione inversa, si è fatto uso di più lemmi (Lemma 4.3.4,

Lemma 4.3.5, Lemma 4.3.6, Lemma 4.3.7, Lemma 4.3.8). Se l'algoritmo

produe output PRIMO al Passo 4, allora n deve essere primo, altrimenti

al Passo 3 troverebbe un fattore non banale di n.

Così, l'unio aso he resta da dimostrare è quello in ui l'algoritmo produe

output PRIMO al Passo 7.

Anora utilizzando la nozione di numeri introspettivi (De�nizione 4.3.3), è

stato mostrato ome l'insieme � generato dagli ` binomi (x+a) nel ampo F =

F

p

[x℄=(h(x)), dove h(x) è un fattore di

x

r

�1

x�1

irriduibile su F

p

, ha ardinalità
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maggiore o uguale a

1

2

n

2

p

t

(Lemma 4.3.6, Lemma 4.3.8). In�ne, si è visto

ome, nel aso in ui n non è una potenza di p, la ardinalità di � è minore

di

1

2

n

2

p

t

(Lemma 4.3.7).

Da iò segue he, avendo un output PRIMO, si ha he n è primo (Lemma

4.3.8).

La omplessità �naive� del nuovo algoritmo è O(log

16:5

n) (Teorema 4.4.1).

Inoltre, se valgono le ongetture di Artin (Congettura 4.4.2) sul numero dei

primi r � m, per ui o

r

(n) = r � 1, e quella sulla densità dei primi di

Sophie-Germain (Congettura 4.4.3) , l'algoritmo rihiede un tempoO(log

9

n).

Utilizzando il Teorema di Fouvry [Fou85℄, si dimostra he la omplessità

dell'algoritmo è O(log

11:5

n) (Teorema 4.4.4).

Il miglior risultato �nora ottenuto è dovuto a Lenstra e Pomerane [LP03℄. I

due matematii, utilizzando i polinomi minimi dei periodi Gaussiani, hanno

portato la omplessità dell'algoritmo AKS a O(log

9

n), non utilizzando né il

Teorema di Fouvry né altre ongetture.

Il risultato di M. Agrawal, N. Kayal e N. Saxena, ha grande importanza teo-

ria. Tuttavia non sembra, per il momento, avere grande interesse operativo

in quanto i tempi di appliazione, anhe on le possibili riduzioni dovute ad

analisi partiolari, sono notevoli.

I test probabilistii di primalità fornisono anora risultati assolutamente

aettabili per le appliazioni in situazioni molto generali; rihiedono tempi

di elaborazione trasurabili e nelle situazioni reali di appliazione dei numeri

primi, sono quelli da prediligere.
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