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La funzione τ è una funzione aritmetica che, nei primi anni del Novecento,
stimolò la curiosità di un grande matematico Indiano: Srinivasa Ramanujan.

Le idee e le intuizioni di questo straordinario personaggio hanno dato un
contributo sostanziale nel campo della teoria dei numeri e hanno aperto la
strada a nuove ed emozionanti scoperte.

Per questo motivo scegliamo di iniziare il nostro lavoro spendendo qualche
parola sulla vita di questo matematico eccezionale.

Ramanujan (22 Dicembre 1887 - 26 Aprile 1920) era un Brahmino che
possiamo senza ombra di dubbio de�nire un genio della matematica. Egli
non fu uno studente modello. La sua concentrazione era devota unicamente
alla matematica. A dieci anni riscoprì, da autodidatta, i teoremi di Eu-
lero per seno e coseno e rimase profondamente deluso quando capì che,
sfortunatamente, erano già noti!

Nel contempo il suo totale disinteresse per le altre materie segnò per
sempre la sua carriera: venne più volte bocciato agli esami e perse la sua
borsa di studi a Madras.

Il suo genio rimase pressochè incompreso �nchè ebbe circa venti anni
quando, dapprima alcuni matematici indiani e Hardy poi, si resero conto
che in quei quaderni, scritti da Ramanujan in un linguaggio tutto suo e
in maniera tutt'altro che rigorosa, si nascondevano risultati eccezionali e
straordinarie intuizioni.

Nel 1914 si trasferì a Londra dove ebbe cinque anni di ininterrotta at-
tività. Nel 1917 si ammalò ma continuò a lavorare �no alla sua morte, nel
1920.

La religione ebbe un ruolo fondamentale nella sua vita: egli riteneva che
la Dea della sua famiglia, Namagiri, fosse la principale fonte di ispirazione
per il suo lavoro. Spesso ripeteva `Un'equazione per me non ha signi�cato, a

meno che non rappresenti un pensiero di Dio.'

Lo scopo del nostro lavoro è di descrivere, sebbene in maniera parziale,
l'impatto che le idee di Ramanujan hanno avuto nel campo della teoria dei
numeri. Ci so�ermeremo, in particolare, su alcuni sviluppi relativi alla fun-

zione τ .

Come Ramanujan, anche noi siamo incuriositi dai coe�cienti di Fourier
τ(n) del discriminante ∆. Ramanujan ipotizzò che:

1. la funzione τ è una funzione moltiplicativa, ovvero:

∀n,m ∈ N τ(n)τ(m) = τ(nm) se gcd(n,m) = 1;

2. se p è un numero primo, allora

|τ(p)| ≤ 2p
11
2 ,
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disuguaglianza nota come la congettura di Ramanujan-Petersson;

3. sempre nel caso in cui p è primo abbiamo

τ(p) ≡ 1 + p11 (mod 691).

La prima di queste osservazioni fu dimostrata da Mordell nel 1917 e portò
alla teoria degli operatori di Hecke nel 1937.

Il secondo fatto, che Ramanujan riteneva `altamente probabile', fu di-
mostrato da Deligne nel 1973. Egli vinse la Medaglia Fields per il suo lavoro,
che è stato de�nito `uno dei più importanti successi della matematica.'

La terza a�ermazione è l'unica tra queste che fu dimostrata da Ramanu-
jan. Questa ossevazione portò ad una teoria ben più profonda, sviluppata
da Serre e Deligne, che gioca un ruolo fondamentale nella dimostrazione del-
l'Ultimo Teorema di Fermat.

Nei primi due capitoli ci siamo dedicati in un primo momento allo studio
della teoria delle funzioni modulari e delle forme modulari, e poi ci siamo
so�ermati sulla `nostra' forma modulare, il discriminante ∆.

Due strumenti importanti per il nostro lavoro sulle funzioni e forme mo-
dulari sono il gruppo modulare Γ e regione fondamentale RΓ, che introducia-
mo immediatamente.

Sia H il semipiano superiore di C, e sia τ ∈H . L'equazione

τ ′ =
aτ + b

cτ + d

si dice trasformazione unimodulare se a, b, c, d sono interi e ad− bc = 1.
Essa può essere rappresentata dalla matrice

A =
(
a b
c d

)
con a, b, c, d ∈ Z e detA = 1

che deve essere identi�cata con la sua opposta poichè A e −A rappresentano
la stessa trasformazione.

L'insieme di tutte le trasformazioni unimodulari forma un gruppo, il
gruppo modulare Γ, generato dalle trasformazioni

Tτ = τ + 1 ed Sτ = −1
τ
.

Due punti τ, τ ′ ∈H si dicono equivalenti sotto Γ se τ ′ = Aτ per qualche
A ∈ Γ.
Questa relazione di equivalenza divide H in classi di equivalenza, dette or-
bite.
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Selezioniamo un punto da ogni orbita, l'insieme di questi punti si dice in-
sieme fondamentale di Γ.
Per avere migliori proprietà topologiche, modi�chiamo leggermente questo
concetto, e de�niamo la regione fondamentale di Γ come il sottoinsieme
aperto RΓ di H tale che:

1. se τ ∈ H allora esiste un punto τ ′ nella chiusura di RΓ tale che τ ′ è
equivalente a τ sotto Γ;

2. non ci sono due punti distinti in RΓ che sono equivalenti sotto Γ
(selezioniamo un punto da ogni orbita).

La regione fondamentale del gruppo modulare Γ è

RΓ := {τ ∈H : |τ | > 1, |τ + τ̄ | < 1}.
1

−3
2 −1 −1

2 0 1
2 1 3

2
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Figura 1: RΓ e sue trasformazioni sotto gli elementi di Γ
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Dunque, siamo pronti a dare la seguente de�nizione:

Una funzione f si dice una funzione modulare se soddisfa le seguenti

condizioni:

1. f è meromorfa in H ;

2. f(Aτ) = f(τ) ∀A ∈ Γ;

3. l'espansione in serie di Fourier di f è

f(τ) =
∞∑

n=−m
a(n)e2πinτ .

La terza condizione descrive il comportamento di f in τ = i∞.
Consideriamo il cambiamento di coordinate x = e2πiτ , in questo modo l'e-
spansione in serie di Fourier di f diventa l'espansione in serie di Laurent di
F, dove

F (x) =
∞∑

n=−m
a(n)xn.

Perciò, il comportamento di F vicino allo 0 descrive il comportamento di f
ad i∞ :

◦ se m > 0 e a(−m) 6= 0, F ha un polo di ordine m a 0, dunque f ha un
polo di ordine m ad i∞;

◦ se m ≤ 0 allora F è analitica in 0, perciò f è analitica ad i∞.

In altre parole, la condizione 3 a�erma che f ha al più un polo di ordine m
ad i∞.

Per le funzioni modulari vale il seguente teorema:

Sia f una funzione modulare non identicamente nulla, allora nella chiusura

di RΓ il numero degli zeri di f è uguale al numero dei suoi poli.

Il secondo capitolo inizia con la de�nizione delle forme modulari:

Una funzione f si dice una forma modulare di peso k se soddisfa le

seguenti condizioni:

1. f è analitica in H ;

2. f
(
aτ+b
cτ+d

)
= (cτ + d)kf(τ) ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ;
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3. l'espansione in serie di Fourier di f è della forma

f(τ) =
∞∑
n=0

a(n)e2πinτ .

Inoltre, se a(0) = 0, f si dice una cuspide e il più piccolo r tale che a(r) 6= 0
si dice ordine dello zero di f in i∞.

In questo caso, ragionando come per le funzioni modulari, dalla terza
condizione si evince che f è analitica dappertutto, in H e ad i∞.

Per le forme modulari, vale:

[Formula del peso] Sia f una forma modulare di peso k non identica-

mente nulla. Supponiamo che f abbia N zeri nella chiusura di RΓ, esclusi i

vertici. Allora vale la seguente formula:

k = 12N + 6N(i) + 4N(ρ) + 12N(i∞)

dove N(p) denota l'ordine di uno zero di f in p.

La formula del peso ci fornisce interessanti informazioni sulle forme mo-
dulari. Si capisce facilmente che le uniche forme modulari di peso k = 0 sono
le funzioni costanti e che, le uniche forme modulari non costanti hanno peso
k ≥ 4, k pari.
Per quanto riguarda le cuspidi invece, esse hanno peso k ≥ 12, k pari. L'u-
nica cuspide di peso inferiore a 12 è la funzione identicamente nulla.

Vediamo alcuni esempi.
Sia τ ∈H , le serie, assolutamente convergenti per k > 2,

Gk(τ) =
+∞∑

m,n=−∞
(m,n)6=(0,0)

1
(m+ nτ)k

.

si dicono serie di Eisenstein. Esse sono forme modulari di peso k per k ≥ 4
perchè sono funzioni analitiche, soddisfano la proprietà

f

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kf(τ)

per gli elementi di Γ ed hanno una espansione in serie di Fourier data da:

Gk(τ) = 2ζ(k) +
2(2πi)k

(k − 1)!

+∞∑
n=1

σk−1(n)e2πinτ

dove σα(n) =
∑

d|n d
α per n ≥ 1 e ζ è la funzione ζ di Riemann.
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Le relazioni
g2 = 60G4 e g3 = 140G6

de�niscono gli invarianti g2 e g3. Il discriminante ∆ è la funzione data da

∆(τ) = g3
2(τ)− 27g2

3(τ).

Osserviamo che, grazie alle relazioni viste in precedenza, ∆ è una forma
modulare di peso 12. Inoltre, poichè

∆(i∞) = g3
2(i∞)− 27g2

3(i∞) =
(

4
3
π4

)3

−
(

8
27
π6

)2

=
64
27
π12 − 64

27
π12 = 0,

possiamo a�ermare che il discriminante è una forma di tipo cuspide, la cui
espansione in serie di Fourier è data da

∆(τ) = (2π)12
∞∑
n=1

τ(n)e2πinτ

dove i coe�cienti τ(n) sono interi, con

τ(1) = 1 τ(6) = −6048
τ(2) = −24 τ(7) = −16744
τ(3) = 256 τ(8) = 84480
τ(4) = −1427 τ(9) = −113643
τ(5) = 4830 τ(10) = −115920

La funzione aritmetica τ(n) è la funzione τ di Ramanujan.
In�ne, la funzione

J(τ) =
g3

2(τ)
∆(τ)

è detta funzione di Klein o invariante J. Poichè ∆(i∞) = 0, J ha un polo in
i∞. Inoltre, essa è invariante per le trasformazioni di Γ ed ha una espansione
in serie di Fourier data da

J(τ) =
∞∑

n=−1

c(n)e2πinτ .

Pertanto J è una funzione modulare.

Nell'ultimo paragrafo del secondo capitolo cominciamo a focalizzare la
nostra attenzione sul discriminante e studiamo un'altra espansione di ∆.

Sia τ ∈H , la funzione

η(τ) = e
πiτ
12

∞∏
n=1

(1− e2πinτ )
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si chiama funzione eta.

La funzione eta, introdotta da Dedekind nel 1877, soddisfa:

∆(τ) = (2π)12η24(τ),

dove

η24(τ) = e2πiτ
∞∏
n=1

(1− e2πinτ )24 = x
∞∏
n=1

(1− xn)24.

Pertanto otteniamo che

∞∑
n=1

τ(n)xn = x
∞∏
n=1

(1− xn)24, se |x| < 1.

Il terzo capitolo è interamente dedicato alla dimostrazione della molti-

plicatività della funzione τ.

La prima dimostrazione che vediamo è quella dovuta a Mordell che
risale al 1917.

Innanzi tutto, introduciamo la funzione

P (τ) = p11∆(pτ) +
1
p

p−1∑
k=0

∆
(
τ + k

p

)
e dimostriamo che essa è una forma modulare di peso 12 con espansione in
serie di Fourier data da

P (τ) = (2π)12
∞∑
n=1

τ(n)e2πpinτ + (2π)12
∞∑
n=1

τ(np)e2πiτn.

A questo punto, consideriamo la funzione

Q(τ) =
P (τ)
∆(τ)

.

L'espansione in serie di Fourier di ∆ inizia con

∆(τ) = (2π)12e2πiτ ,

mentre quella di P comincia con

P (τ) = (2π)12τ(p)e2πiτ .

Perciò Q è una forma modulare visto che è una funzione analitica dappertut-
to, in H e ad i∞. Inoltre, poichè P e ∆ sono entrambe forme modulari di
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peso 12, allora Q è una forma modulare di peso 0. Quindi Q è una funzione
modulare ed è costante perchè è analitica in H e ad i∞.
Dunque

P (τ) = τ(p)∆(τ),

e, uguagliando le rispettive espansioni in serie di Fourier otteniamo:

∞∑
n=1

τ(pn)xn = τ(p)
∞∑
n=1

τ(n)xn − p11
∞∑
n=1

τ(n)xpn. (1)

Ora, per concludere che τ è una funzione moltiplicativa, è su�ciente mostrare
che

τ(pλn) = τ(pλ)τ(n) ∀λ ∈ N, p primo e gcd(p, n) = 1.

Abbiamo ragionato per induzione e siamo giunti alla conclusione utilizzando
l'uguaglianza (1).

La seconda parte del capitolo è dedicata allo studio degli operatori di
Hecke e si conclude con una seconda dimostrazione della moltiplicatività
della funzione tau.

Sia k un intero, denotiamo con Mk il C-spazio vettoriale di tutte le forme

modulari di peso k e con Mk,0 il sottospazio di tutte le cuspidi in Mk.
L'operatore di Hecke su Mk è de�nito da

(Tnf)(τ) = nk−1
∑
d|n

d−k
d−1∑
b=0

f

(
nτ + bd

d2

)
.

In particolare, se n = p primo, possiamo scrivere:

(Tpf)(τ) = pk−1f(pτ) +
1
p

p−1∑
b=0

f

(
τ + b

p

)
.

Il primo ed importante risultato sugli operatori di Hecke che abbiamo
dimostrato è il seguente:

Se f è una forma modulare di peso k, allora Tnf è una forma modulare

di peso k. Se f è una cuspide, Tnf è una cuspide.

In particolare, se l'espansione in serie di Fourier di f è

f(τ) =
∞∑
m=0

c(m)e2πimτ

allora l'espansione di Tnf è

(Tnf)(τ) =
∞∑
m=0

γn(m)e2πimτ
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dove

γn(m) =
∑

d|(n,m)

dk−1c
(nm
d2

)
.

Essi godono inoltre delle seguenti proprietà:

1. TmTn = Tmn se m,n sono coprimi;

2. per una potenza di un primo p

TpTpr = Tpr+1 + pk−1Tpr−1 ;

3. due operatori di Hecke soddisfano la seguente formula di composizione

TmTn =
∑

d|(m,n)

dk−1Tmn
d2

Dalla terza segue che gli operatori di Hecke commutano perchè il membro
di destra è simmetrico in m ed n.

Abbiamo poi focalizzato la nostra attenzione su determinate forme mo-
dulari che si comportano in maniera particolare per gli operatori di Hecke.

Sia f una forma modulare di peso k e Tn un operatore di Hecke su Mk.
Allora f si dice un'autoforma di Tn se esiste un numero complesso λ(n)
tale che

Tnf = λ(n)f.

Lo scalare λ(n) si dice un autovalore di Tn.
Un'autoforma f si dice un'autoforma simultanea se

Tnf = λ(n)f ∀ n ≥ 1,

ovvero se f è un'autoforma per ogni operatore di Hecke Tn.
In�ne, se l'espansione in serie di Fourier di un'autoforma f è

f(τ) =
∞∑
m=0

c(m)e2πimτ

allora essa si dice un'autoforma normalizzata se

c(1) = 1.

Il teorema grazie al quale abbiamo dimostrato che τ è una funzione molti-
plicativa è il seguente:
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Sia f ∈Mk,0 k ≥ 12. Allora f è un'autoforma simultanea e normalizzata

se e solo se i coe�cienti dell'espansione in serie di Fourier di f soddisfano

la proprietà moltiplicativa

c(m)c(n) =
∑

d|(n,m)

dk−1c
(nm
d2

)
∀n,m ≥ 1. (2)

In questo caso c(n) è un autovalore di Tn.

L'espansione in serie di Fourier del discriminante ∆ ∈M12,0 è

∆(τ) = (2π)12
∞∑
m=1

τ(m)e2πimτ

con τ(1) = 1. Perciò (2π)−12∆(τ) è un'autoforma simultanea e normaliz-
zata con autovalore τ(n). Perciò la funzione tau di Ramanujan soddisfa
l'equazione (2), in particolare abbiamo ottenuto che

τ(nm) = τ(n)τ(m) se gcd(n,m) = 1.

La prima parte del quarto capitolo è dedicata allo studio dell'ordine di
grandezza della funzione τ.

I primi due risultati che vengono dimostrati sono di carattere generale e
riguardano i coe�cienti delle forme modulari e delle cuspidi.

Sia f una cuspide di peso k e sia

f(τ) =
∞∑
n=0

c(n)e2πinτ

la sua espansione in serie di Fourier. Allora

c(n) = O(n
k
2 ).

Sia f ∈Mk. Se f non è una cuspide, allora:

c(n) = O(nk−1).

Per quanto riguarda i coe�cienti del discriminante ∆, si ottiene

τ(n) = O(n6).
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Tuttavia Ramanujan congetturò che

|τ(p)| ≤ 2p
11
2 .

Abbiamo dimostrato che

Sia f una forma modulare. Se i coe�cienti c(n) soddisfano la proprietà

moltiplicativa

c(m)c(n) =
∑

d|(m,n)

dk−1c
(mn
d2

)
la serie di Dirichlet

Φf (s) =
∞∑
n=1

c(n)
ns

ha una rappresentazione come prodotto di Eulero del tipo

Φf (s) =
∏
p

1
1− c(p)p−s + pk−1−2s

.

La rappresentazione della funzione tau come prodotto di Eulero è

∞∑
n=0

τ(n)
ns

=
∏
p

1
1− τ(p)p−s + p11−2s

per σ > 7.

Posto p−s = T otteniamo:

1− τ(p)T + p11T 2 = (1− αpT )(1 + α′pT )

con
αp + α′p = τ(p) e αpα

′
p = p11.

La congettura di Ramanujan è che αp e α′p sono complessi coniugati.

Questo implica che
|αp| = |α′p| = p

11
2

ovvero
|τ(p)| ≤ 2p

11
2 .

Questa congettura fu generalizzata da Petersson per una forma di tipo
cuspide f di peso k che è un'autoforma simultanea e normalizzata di un
operatore di Hecke. In questo caso, possiamo scrivere

1− c(p)T + pk−1T 2 = (1− αpT )(1 + α′pT )
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La congettura di Petersson o la congettura di Ramanujan-Petersson
dice che αp e α′p sono complessi coniugati, ovvero

|αp| = |α′p| = p
k−1
2

cioè
|c(p)| ≤ 2p

k−1
2 .

Queste disuguaglianze furono dimostrate da Deligne nel 1973.

Nella seconda parte del capitolo abbiamo provato la congruenza più
famosa che riguarda τ, quella modulo 691:

τ(n) ≡ σ11(n) (mod 691)

che, se p è primo diventa

τ(p) ≡ 1 + p11 (mod 691).

Nel corso degli anni, sono state provate molte altre congruenze per la
funzione τ. Tutte queste `coincidenze' hanno destato il sospetto di molti
matematici, in particolare Serre e Deligne, che hanno capito che esse era-
no tutt'altro che casuali. Il risultato delle loro ricerche è una teoria molto
profonda che gioca un ruolo fondamentale nella dimostrazione dell'Ultimo
Teorema di Fermat.

Il nostro lavoro si conclude con una domanda:

Esistono dei primi p per cui τ(p) = 0?

Nel 1947 Lehmer congetturò che τ(n) 6= 0 ∀n ∈ N.
Al momento, non conosciamo la risposta a questa domanda. Per questo

motivo pensiamo che forse il nostro lavoro non sia ancora concluso.
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