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Sintesi

Nel 1770 nelle sue Meditationes Algebricae Edward Waring affermava che

ogni intero ¢ la somma di al pitt nove cubi, o di al piu 19 biquadrati e che leggi
simili si possono trovare per qualsiasi grado. Questo problema oggi € noto
come il problema di Waring e in termini pitt moderni potremmo riformularlo
nel modo seguente: per ogni k£ > 3 esiste un numero s tale che ogni intero
positivo é la somma di al piu s potenze k-esime di interi positivi e tale piu
piccolo numero g(k) soddisfa g(3) =9 e g(4) = 19.
Waring affermava esistenza di questo numero g(k) per ogni k, ma non dava
alcuna dimostrazione della sua esistenza, né mostrava di conoscere una legge
per calcolarne il valore. Per pitt di un secolo le ricerche dei matematici non
sono riuscite a far altro che dimostrare l'esistenza di g(k) per dei valori di k
particolari: all’inizio del Novecento era stata provata l'esistenza di g(k) solo
per k =2,3,4,5,6,7,8,10.

Nel 1909 David Hilbert é riuscito a trovare una soluzione al problema di
Waring dimostrando lesistenza di g(k) per ogni k in [13|, pochi anni pin tardi
i due matematici inglesi Godfrey Harold Hardy e John Edensor Littlewood
riuscivano a dare una nuova soluzione del problema di Waring in |7], fornendo
anche una formula asintotica per il numero di rappresentazioni di un intero n

come somma di potenze k-esime e una stima della funzione G(k): il minimo



intero t tale che ogni intero sufficientemente grande puo essere scritto come
la somma di al pit ¢ potenze k-esime di interi positivi.

Il metodo di dimostrazione elaborato da Hardy e Littlewood oggi ¢ noto con
il nome di metodo del cerchio e ha dato risultati notevoli anche applicato ad
altri problemi di Teoria dei Numeri legati alla decomposizione di interi in
parti di tipo particolare, ad esempio Vinogradov I’ha utilizzato per dimostrare
il Teorema dei tre primi in [25].

Vaughan e Wooley in [22] sottolineano come sia impegnativo calcolare il
valore della funzione G(k) e come ancora poco sia noto al riguardo, nonostante
risulti essere ben piu interessante della funzione ¢g(k), in quanto quest’ultima
¢ influenzata dalla difficolta di rappresentare alcuni interi particolari.

E chiaro che G (k) < g(k), le Tabelle 1 e 2 mostrano i valori di g(k) e i limiti

superiori ad oggi noti per G(k), per k < 10.

Tabella 1: Valori di g(k)

k|13 4 5 6 7 8 9 10

g(k) |9 19 37 73 143 279 548 1079

Tabella 2: Limiti superiori per G(k)

E {3 5 6 7 8 9 10

Gk) |7 17 24 33 42 50 59

Vacca ha dimostrato che per scrivere l'intero n = 2¥[(3/2)*] — 1 come somma
di potenze k-esime sono necessari almeno 2%[(3/2)*] + 2% — 2 termini e ha
mostrato che n si puo rappresentare come somma di [(3/2)*] — 1 potenze

k-esime di 2 e 28 — 1 unita, quindi g(k) > 2¥[(3/2)%] + 2F — 2.
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Il valore di G(k) ¢ stato determinato solo per due valori di k: Lagrange ha
dimostrato che G(2) = 4 e Davenport che G(4) = 16.

Il primo capitolo della tesi illustra le ricerche sul problema di Waring dalla
fine del Settecento ad oggi. Viene data anche una dimostrazione elementare
dell’esistenza di g(k) dovuta a Yuri Vladimirovich Linnik.

Tale dimostrazione si basa sul concetto di densita di Schnirelmann.

Definizione 1.1 (Densita di Schnirelmann). Sia A una successione cre-
scente dei numeri naturali, sia A(n) il numero di interi positivi appartenenti
ad A e minori uguali di n.

La densita di Schnirelmann dell’insieme A, 6(A), & l'estremo inferiore della

o) = ut {20,

n>1 n

successione {A(n)/n}:

Definizione 1.2. Un insieme A di interi non negativi ¢ una base di ordine
k se ogni intero positivo puo essere scritto come la somma di esattamente k
elementi di A. L’insieme A & una base di ordine finito se A ¢ una base di

ordine k per qualche k.

Il teorema seguente, dovuto a Schnirelmann, caratterizza le basi di ordine

finito.

Teorema 1.3 (di Schnirelmann). Se §(A) > 0, allora esiste k tale che A

e una base di ordine k.

In [18] Linnik dimostra che la successione Aj, delle potenze k-esime degli
interi positivi ¢ una base di ordine finito, dimostrando che ha densita di

Schnirelmann positiva.



Nel secondo capitolo viene illustrata l'idea originale del metodo del cerchio.

Data la funzione:

elevando alla potenza s-esima si ottiene
oo
k k k
P =20 e 2 AT =14 ) r(N)N
ny n2 Ng N=1
quindi il coefficiente r(N) conta i modi di scrivere N come somma di s potenze
k-esime.

Per il teorema di Cauchy:

r(N) = L/—[ﬂz)]sdz

2w Jp 2NHE

dove I' rappresenta la circonferenza centrata nell’origine e con raggio
R =1—1/N. Hardy e Littlewood in |7] e [8] sono riusciti a stimare l'integrale,
dividendo la circonferenza I' in archi e approssimando opportunamente la
funzione f(z) lungo tali archi.

Nel terzo e quarto capitolo viene data una soluzione del problema di
Waring utilizzando il metodo del cerchio con le semplificazioni dovute a
Vinogradov: invece della funzione f(z) => 7, 2" si considerano le somme

parziali

fu(z) =Y "

n<M

per M > [N+]. Si ha:

percio per n < N:



La funzione 7’(n) non ha singolarita sulla circonferenza unitaria, per cui si

2mic.

puo effettuare la sostituzione z = e
1 s
7’/(71) _ / [fM<6(Oé))] dov.
0

Per n < N, r'(n) = r(n) e ponendo

T(a) = Z e(az®)

<P

con P = [N], si avra

cosi che
r(N) = /1(T(a))se(—Na)da.
0
dove r(n) rappresenta il numero di rappresentazioni di n come somma di s
potenze k-esime, per ogni n < N.
Per la scelta degli archi si segue la trattazione di Davenport in [3].
Si considera I'intervallo [0, 1] e intorno ad ogni razionale a/q con (a,q) =1 e

1 <a<gq, per ¢ <P siprende I'intervallo M, ,:

1

a
oS k=3

q

Gli intervalli M, , costituiscono 'insieme M degli archi maggiori e il loro
complementare in [0, 1] costituisce 'insieme m degli archi minori.

Per studiare il comportamento della funzione lungo gli archi minori si utiliz-
zano le disuguaglianze di Weyl e di Hua, di cui é data dimostrazione nel terzo

capitolo della tesi.



Lemma 3.7 (Disuguaglianza di Weyl). Sia f(z) un polinomio reale di

grado k i cui coefficienti oy, soddisfino la condizione:

a 1
ap — — S_Qa

q

con (a,q) = 1. Allora per ogni e > 0 si ha

217/6

P
S = Ze(f(x)) < PYege (% + é + %)

r=1

Lemma 3.9 (Disuguaglianza di Hua). Sia

T(a) = Z e(ax®)

<P

st ha:

1
/ T ()| do < P e
0
per ogni € > 0 fissato.

Grazie a queste disuguaglianze si puo dimostrare il teorema seguente.

Teorema 4.1. Sia s > 2+ 1. Si ha
/ IT(a)|*da < P>+
m
con &' positivo che dipende da §.

Per quel che riguarda gli archi maggiori, si mostra che su un arco maggiore

Sa?q

T(a) = /0 e(BE4)de + O(PY),

con
q

Saq = Z eq(ax™)

r=1



e che per s > 2% + 1, si ha

/9)t T(o)*e(—Na)da = P**&(P?, N)J(P?) + O(P*~F=%"),

dove
e 5 (%))
o‘L,q<P‘s q q
(a,9)=1
1 s
J(P°) = ( kd) —)d
= [ (] coee) e
La serie

é detta serie singolare del problema di Waring.

= :O ( /0 16(76’“)d€>86(—7)d7

¢ detto integrale singolare per il problema di Waring.

L’integrale

Viene dimostrato che la serie e 'integrale singolare possono essere sostituiti
a &(P°,N) e J(P?), ottenendo una formula asintotica per il numero di

rappresentazioni di N come somma di potenze k-esime.

Lemmma 4.4. Sia s > 2+ 1. Si ha:
r(N) = CxN*'&(N) + O(N#~179)

con
T+ 1/k)

CSJg = F(S/k) > 0.

Il quinto capitolo della tesi & dedicato allo studio della serie singolare.
Viene dimostrato che la serie singolare converge e che per s > 4k, & > 1.

Questo vuol dire che il termine principale nella formula asintotica & > N& !
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e quindi il numero di rappresentazioni di N come somma di s potenze k-esime
tende a infinito per s > 2¥ 4 1. Come conseguenza di cio abbiamo il seguente

teorema.
Teorema 5.15. Si ha G(k) < 2F + 1.

Il fatto che & > 1 per s > 4k significa che non ci sono problemi nell’e-
stendere la validita della formula asintotica per quel che riguarda la serie
singolare, il vero problema sono gli archi minori.

Nel sesto capitolo viene data una stima migliore di G(k), dovuta a
Vinogradov [26].

Si considera la seguente rappresentazione di N:
N=zab4+ 42" +u+u +y*v
dove
- u,u sono somma di un numero [ fissato di potenze k-esime
- v é la somma di un numero [, fissato di potenze k-esime
- y un intero minore uguale di P .

Il lemma seguente, di Hardy e Littlewood, garantisce che ci siano abbastanza

interi esprimibili come somma di un numero fissato [ di potenze k-esime.

Lemma 6.2. Sia U;(N) il numero di interi minori di N esprimibili come

somma di | potenze k-esime di interi positivi. Si ha, per N > Ny(k,1)

U(N) > N0



Si definiscono gli archi maggiori M, , nel seguente modo: dati a, g tali che

(a,q) =1el<a<gq,siprendono gli intervalli
la—a/q| < 1/2kPF!

per g < Ps.
Per k >3 ¢ P = [N+], si dimostra che su un arco maggiore

T(a) = 57 / e(BE4)dE + Og).

con le notazioni precedentemente introdotte.

Si ottiene cosi che

T(1+ 1/k)

T P eI 0P,

/9)? T(a)'e(—Na)da =

Per valutare il contributo degli archi minori ¢ fondamentale il seguente risultato

di Vinogradov sulle somme trigonometriche.

Lemma 6.1 (di Vinogradov). Sia dato un insieme di X interi distinti
contenuti in un intervallo di lunghezza X e un insieme di Yy intert distints
contenuti in un intervallo di lunghezza Y . Siano x,y elementi del primo e del
secondo insieme rispettivamente.
Sia o € R tale che

o= g +0(¢7?)

con (a,q) =1, ¢ > 1. Si ha:

D> elay)

2

lo

(¢+X)(g+Y).

Definendo



come conseguenza del lemma di Vinogradov, si ha che per o appartenente ad
un arco minore

[S(a)] < YyVpPartatt=a)(-p)%,

Posto

R(a) = Z e(au),

u

il contributo degli archi minori ¢ dato dal lemma seguente.

Lemma 6.4. Siano ly > 2klog2k el > 2klog3k. Si ha
/ T(0)]* [R(a)]? |S(a)] da < P*UYyVyP~".
m

Si dimostra che il contributo degli archi minori € trascurabile rispetto a

quello degli archi maggiori.
Lemma 6.8. Si ha
/EmT(a)SR(a)QS(a)e(—Na)da > P3*,
Si puo quindi dimostrare il seguente limite superiore per G(k).
Teorema 6.9. Si ha

G(k) < 10k + 6klogk + 3.
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