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Nel 1742 il matematico prussiano Christian Goldbach scrisse ad Eulero
riguardo ad una congettura, da lui ideata. Eulero la riformulò in chiave
moderna, affermando che

Congettura (Congettura Forte, Pari o Binaria di Goldabach).
Ogni numero pari maggiore di 2 può essere espresso come somma di due
numeri primi.

Una versione più semplice di questo enunciato, chiamata Congettura
Debole o Ternaria di Goldbach afferma che:

Congettura (Congettura Debole, Dispari o Ternaria di Goldbach).

Ogni numero dispari maggiore di 5 può essere espresso come somma di tre
numeri primi.

Oppure nella formulazione equivalente:

Congettura.
Ogni numero dispari maggiore di 7 può essere espresso come somma di tre
numeri primi dispari.

Chiaramente questa seconda versione esclude solo il caso 7 = 2 + 2 + 3.
Risulta chiaro che la Congettura Binaria di Goldbach implica quella Debole.

La nascita della Congettura di Goldbach, come abbiamo visto, è risalente
al Settecento, ma solo nel Novecento è diventata oggetto di studio approfon-
dito per i matematici. Questo fu dovuto anche grazie al discorso di Hilbert
nel 1900 in occasione del Secondo Congresso Internazionale di Matematica,
in cui espose i suoi famosi 23 problemi per il millennio. La Congettura di
Goldbach era parte del problema 8: dimostrare l’Ipotesi di Riemann.
Nel 1921, in un discorso ad un convegno a Copenaghen, il matematico ingle-
se Hardy definì la Congettura di Goldbach “non solo uno dei problemi più
famosi e complicati in teoria dei numeri, ma anche per l’intera matematica”.
Tuttavia, nel 1923 lo stesso Hardy, insieme al collega Littlewood, dimostrò
che ogni intero dispari abbastanza grande è la somma di tre numeri primi
dispari e che quasi tutti i numeri pari sono somma di due numeri primi, as-
sumendo che l’Ipotesi Generalizzata di Riemann sia valida [HL23].
Solo nel 1937, il matematico russo Vinogradov riuscì a dimostrare che ogni
numero dispari da un certo punto in poi può essere scritto come somma di
tre numeri primi senza utilizzare l’Ipotesi di Riemann, ma lasciando questo
valore come una costante impossibile da calcolare [Vin37]. Solo due anni più
tardi, nel 1939, un suo allievo, Borodzin, calcolò che questa costante fosse
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uguale a 3315 ≈ 106846169.
Lo stesso metodo di Vinogradov è stato usato negli anni per cercare di abbas-
sare questa soglia ad un limite calcolabile sperimentalmente dalle macchine,
per cui nel 1989 Wang e Chen abbassarono il limite a 1043000 [JT89], mentre
nel 2012 Liu e Wang migliorarono questo risultato, abbassando ulteriormente
il valore a e3100 ≈ 2 · 101346 [LW02].
Nel 1997, Deshouillers, Effinger, Te Riele e Zinoviev riuscirono a mostrare
che, assumendo l’Ipotesi di Riemann Generalizzata, la Congettura Dispari
di Goldbach è vera incondizionatamente per ogni numero dispari, mostrando
anche una verifica sperimentale per tutti i numeri fino a 1020 [DETRZ97].
Un altro tipo di strategia nella dimostrazione della congettura consiste nel ve-
dere quanti numeri primi bisogna sommare per ottenere ogni numero dispari.
Il primo risultato in questo senso fu ottenuto nel 1930 da Schnirelmann, che
dimostrò che ogni numero intero era somma di al più C numeri primi, dove
C è effettivamente calcolabile ed è detta, appunto, costante di Schnirelmann
[Sch30].
Negli anni il valore di questa costante è stato ampliamente migliorato: lo
stesso Schnirelmann dimostrò che 3 ≤ C ≤ 800000 [Sch30]. Dopo una se-
rie di valori intermedi, nel 1977 Deshouillers mostrò che C = 26 ([Des75]),
mentre Riesel e Vaughan nel 1983 provarono che C = 19 [RV83]. I migliori
risultati ottenuti finora sono stati quelli di Ramaré del 1995, che dimostrò che
ogni numero pari maggiore di 4 può essere espresso come somme di al più 6
numeri primi ([Ram95], e quello di Terence Tao del 2012, che provò che ogni
numero dispari è al più somma di cinque numeri primi [Tao14], assegnando
a C il valore 5.
Un altro tipo di approccio al problema è stato quello di trovare un modo
per verificare sperimentalmente la congettura al computer fino ad un certo
limite L. Il valore del 1997 di L = 1020 di Deshouillers, Effinger, Te Riele
e Zinoviev è stato migliorato da Saouter l’anno successivo, mostrando che
L = 1022 [Sao98]. Per quanto riguarda la Congettura Binaria di Goldbach,
invece, Oliveira e Silva, Harzog e Pardi, la calcolarono vera fino a 4 · 1018

[OeSHP13].
In questa tesi, tuttavia, faremo riferimento al lavoro del professor Helfgott,
che, partendo dal metodo di Vinogradov, è riuscito a dimostrare vera la
Congettura Debole di Goldbach per tutti i numeri maggiori di 1027 [Hel13,
Hel14a, Hel14b], mentre in un articolo complementare ha provato sperimen-
talmente che ogni numero dispari fino a 8.875·1030 è esprimibile come somma
di tre numeri primi [HP13]. Questo ha portato ad una dimostrazione com-
pleta e non dipendente dall’Ipotesi di Riemann della Congettura Ternaria di
Goldbach.
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Lo scopo principale di questo lavoro è presentare i risultati contenuti
proprio in questi articoli per giungere alla formulazione di un teorema che
dimostri la Congettura di Goldbach, evidenziando in particolare le innova-
zioni rispetto alle dimostrazioni classiche.

Nel primo capitolo presenteremo la Congettura Debole di Goldbach e
i principali risultati raggiunti nel corso degli anni. Illustreremo, quindi, i
principali concetti della Teoria dei Numeri e dell’Analisi Matematica che
utilizzeremo nel corso del lavoro. Iniziamo, dando la definizione di alcune
funzioni fondamentali per lo studio della Teoria dei Numeri.

Definizione (1.1). Per ogni s ∈ C tale che <(s) > 1, definiamo la funzione
Zeta di Riemann, come

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
.

Definizione (1.2). Per ogni s ∈ C tale che <(s) > 0, definiamo la funzione
Gamma, come

Γ(s) =

∫ +∞

0

tz−1e−t dt.

Definiamo, quindi, la nozione di carattere, dalla quale deriviamo i carat-
teri di Dirichlet, che useremo per costruire le L-serie di Dirichlet ed esporre
l’Ipotesi di Riemann Generalizzata.

Definizione (1.3). Sia G un gruppo abeliano. Definiamo χ : G → C∗ un
carattere se χ è un omomorfismo.

Definizione (1.4). Un Carattere di Dirichlet χ : Z → C modulo q è un
carattere χ1 di (Z/qZ)∗ sollevato in Z con le seguenti proprietà:

1. χ è periodico modulo q, cioè χ(n+ q) = χ(n) per ogni n ∈ Z.

2. χ è una funzione totalmente moltiplicativa, cioè χ(mn) = χ(m)χ(n)
per tutti gli n,m ∈ Z.

3. χ(n) 6= 0 se e solo se (n, q) = 1

Quindi per convenzione si definisce

χ(n) =

{
χ1(n) se (n, q) = 1

0 se (n, q) > 1.

Sempre per convenzione, esiste un Carattere di Dirichlet modulo q = 1, detto
il carattere banale χT : Z→ C definito come χT (n) = 1 per ogni n ∈ Z. Se χ è
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un carattere modulo q e χ′ è un carattere modulo q′ | q tale che χ(n) = χ′(n)
per tutti gli n coprimi con q, diciamo che χ′ induce χ. Un Carattere di
Dirichlet si dice primitivo se non è indotto da nessun carattere di modulo
più piccolo. Il carattere modulo q indotto dal carattere banale χT è detto
carattere principale e viene indicato con χ0, cioè

χ0(n) =

{
1 se (n, q) = 1
0 altrimenti.

Poiché l’insieme dei caratteri modulo q forma un gruppo rispetto alla molti-
plicazione definita come χ1χ2(n) = χ1(n)χ2(n), viene naturale considerare il
carattere inverso χ di un dato carattere χ, definito come χ(n) = χ(n).

Ci sono importanti relazioni che riguardano le somme di Caratteri di
Dirichlet.

Proposizione (1.2). Sia q ∈ Z. Allora valgono le seguenti relazioni:

1. Per ogni Carattere di Dirichlet χ modulo q

q∑
a=1

χ(a) =

{
φ(q) se χ = χ0

0 altrimenti.

2. Per ogni a ∈ Z∑
χ mod q

χ(a) =

{
φ(q) se a ≡ 1 (mod q)

0 altrimenti,

dove la somma è su tutti i Caratteri di Dirichlet modulo q.

3. Per ogni coppia di caratteri χ1 e χ2 modulo q

q∑
a=1

χ1(a)χ2(a) =

{
φ(q) se χ1 = χ2

0 altrimenti.

4. Per ogni coppia a1, a2 ∈ Z∑
χ mod q

χ(a1)χ(a2) =

{
φ(q) se a1 ≡ a2 (mod q) e (a1, q) = 1

0 altrimenti,

dove la somma è sutti i Caratteri di Dirichlet modulo q.
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Definizione (1.5). Dato un carattere χ modulo q, definiamo la sua L-serie
di Dirichlet come

L(s, χ) =
∑
n

χ(n)

ns
.

Uno zero non banale di L(s, χ) è un s ∈ C tale che L(s, χ) = 0 e 0 < Re(s) <
1. Se χ(−1) = 1, allora L(s, χ) possiede degli zeri in corrispondenza di tutti
gli interi pari negativi, mentre se χ(−1) = −1, L(s, chi) ha degli zeri in
tutti gli interi dispari negativi. Questi zeri sono detti zeri banali. La retta
Re(s) = 1

2
è detta retta critica.

Congettura (Ipotesi di Riemann Generalizzata). L’Ipotesi di Riemann Ge-
neralizzata per le L-serie di Dirichlet (GRH) afferma che per ogni carattere
χ, tutti gli zeri non banali di L(s, χ) giacciono sulla retta critica.

Definiamo ora delle funzioni aritmetiche moltiplicative che saranno di
importanza fondamentale per lo sviluppo della tesi.

Definizione (1.6). Dato un intero positivo n, definiamo φ(n) come il numero
degli interi tra 1 e n, coprimi con n. Abbiamo anche la seguente formula: se
n = pe11 · . . . · pess

φ(n) =
(
pe11 − pe1−11

)
· . . . ·

(
pess − pes−1s

)
.

Questa funzione è chiamata Funzione di Eulero.

Definizione (1.7). Dato un numero intero positivo n, definiamo la somma
di tutti i suoi divisori positivi come

σ(n) =
∑
d|n

d.

Definizione (1.8). Sia n = pe11 · . . . · pess la fattorizzazione di un numero
intero n. Allora

µ(n) =


1 se n = 1
(−1)s se n ≥ 2 e e1 = · · · = es = 1
0 altrimenti.

La funzione µ è chiamata Funzione di Moebius.

Definizione (1.9). Per ogni n ≥ 1 definiamo la Funzione di Von Mangoldt
come:

Λ(n) =

{
log(p) se n = pk per qualche primo p e qualche intero k ≥ 1

0 altrimenti.
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Proposizione (1.3). Sia f : N→ C una funzione moltiplicativa non identi-
camente uguale a zero. Allora

+∞∑
n=1

f(n) =
∏

p primo

(
1 + f(p) + f(p2) + f(p3) + . . .

)
,

se la serie a sinistra è assolutamente convergente.

Definiamo ora le Somme di Gauss e una particolare serie di Somme di
Gauss, detta Somma di Ramanujan, evidenziando i risultati più importanti
che li riguardano.

Definizione (1.10). Siano b ∈ Z/qZ e χ un Carattere di Dirichlet modulo
q, definiamo la Somma gaussiana come

τ(χ, b) =
∑

a mod q

χ(a)e

(
ab

q

)
.

Chiamiamo τ(χ) = τ(χ, 1).

Lemma (1.1). Sia χ un carattere primitivo modulo q. Allora |τ(χ)| = √q.

Lemma (1.2). Sia χ∗ un carattere primitivo modulo q∗ e χ un carattere
modulo q indotto da χ∗ con q∗ | q. Allora

τ(χ) = µ

(
q

q∗

)
χ∗
(
q

q∗

)
τ(χ∗).

Definizione (1.11). Sia q un numero intero, allora definiamo la Somma di
Ramanujan

cq(n) :=

q∑
a=1

(a,q)=1

e

(
an

q

)
.

Lemma (1.3). Vale la seguente formula:

cq(n) =
∑
d|n
d|q

µ
(q
d

)
d

Lemma (1.4). Per ogni q, n ∈ Z vale la seguente uguaglianza

cq(n) =
φ(q)

φ
(

q
(q,n)

)µ( q

(q, n)

)
.
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Infine, enunciamo il Crivello Largo, uno dei risultati più importanti della
Teoria dei Numeri, ed alcune proposizioni collegate.

Definizione (1.12). Sia n ∈ N e δ > 0, diciamo che ∆ = ∆(N, δ) > 0
soddisfa la Disuguaglianza di Crivello Largo per N e δ se per ogni M ∈ Z e
per ogni{an} ∈ C, definita

S(α) =
M+N∑
n=M+1

ane(nα),

allora per ogni R ∈ Z+ e per ogni α1, . . . , αR ∈ R, tali che |αr − αs| ≥ δ
abbiamo, per tutti gli r 6= s,

R∑
r=1

|S(αr)| ≤ ∆
M+N∑
n=M+1

|an|2.

La migliore costante per il Crivello Largo trovata finora è dovuta a Selberg
e raffinata da Montgomery, [Mon78].

Proposizione (1.4). La Disuguaglianza di Crivello Largo è valida per ∆ =
N + δ−1 − 1.

Un risultato che deriva dal crivello e che useremo in seguito è la seguente
disuguaglianza dovuta sempre a Montgomery, [IK04, §7.4].

Proposizione (1.5). Per ogni intero positivo q senza fattori quadratici,
otteniamo che

h(q)|S(0)|2 ≤
∑

a mod q

∣∣∣∣S (aq
)∣∣∣∣2 ,

dove h(q) è una funzione moltiplicativa, definita sui numeri primi come:

h(p) =
ω(p)

p− ω(p)
,

dove per ogni primo p, ω(p) è il numero di classi h modulo p, per le quali
an = 0, se n ≡ h (mod p).

Per quanto riguarda gli strumenti di Analisi, useremo spesso delle formule
per lo studio delle sommatorie.

Lemma (1.5). Date {fn}, {gn} due successioni di funzioni in C, allora vale
la seguente formula:

n∑
k=m

fk(gk+1 − gk) = [fn+1gn+1 − fmgm]−
n∑

k=m

gk+1(fk+1 − fk).
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Lemma (1.6). Sia {ak} ∈ C una successione e f : Z → C una funzione
continua con derivata continua. Definiamo A(N) =

∑N
k=1 ak, allora:

N∑
k=1

akf(k) = A(N)f(N)−
∫ N

1

A(x)f ′(x) dx.

Richiamiamo ora la Trasformata di Fourier ed una serie di stime che la
riguardano.

Definizione (1.13). Sia f : R → C. Allora la sua Trasformata di Fourier
su R è la seguente:

f̂(t) =

∫ +∞

−∞
e(−xt)f(x) dx.

Analogamente, è possibile passare da una Trasformata di Fourier alla funzio-
ne di partenza tramite la relazione:

f(t) =

∫ +∞

−∞
f̂(x)e(xt) dx.

Lemma (1.7). Sia f : R→ C e sia f̂ la sua Trasformata di Fourier. Allora:

+∞∑
n=−∞

f(n) =
+∞∑

k=−∞

f̂(k).

Teorema (1.1). Per ogni f ∈ L1 ∩L2, indicata con f̂ la sua Trasformata di
Fourier, vale la seguente uguaglianza:

|f |2 = |f̂ |2,

dove con |f |2 si indica la norma L2 di f .

Lemma (1.8). Se f : R→ C è una funzione a supporto compatto, derivabile
k volte, allora

f̂(t) = O

(
|f̂ (k)|∞
(2πt)k

)
= O

(
|f (k)|1
(2πt)k

)
.

Lemma (1.9). Sia f : R→ C a supporto compatto e continua e sia α ∈ R/Z
allora ∣∣∣∣∣∑

n∈Z

f(n)e(αn)

∣∣∣∣∣ ≤ min

(
|f |1 +

1

2
|f ′|1,

|f ′|1
2| sin(πα)|

)
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Lemma (1.10). Sia f : Z → C una funzione di classe C1, a supporto
compatto. Allora ∣∣∣∣∣∑

n∈Z

f(n)e(αn)

∣∣∣∣∣ ≤ |f̂ ′′|∞
4 (sin(πα))2

,

per ogni α ∈ R.

Presentiamo ora i concetti di Trasformata di Mellin ed alcuni risultati
collegati ad essa, che utilizzeremo nel corso della tesi.

Definizione (1.14). La Trasformata di Mellin di una funzione φ : (0,∞)→
C è:

Mφ(s) =

∫ ∞
0

φ(x)xs−1 dx

Per la Trasformata di Mellin vale un analogo del Teorema di Plancherel,
riconducendosi alla Trasformata di Fourier.

Lemma (1.11). Sia f una funzione continua e integrabile. Sia s = σ + it e
definiamo g(x) = f(e−x)e−xσ tale che g ∈ L1 ∩ L2. Allora∫ +∞

0

|f(x)|x2σ dx
x

=

∫ +∞

−∞
|Mf(s)|2 dt.

Definizione (1.15). Date f, g : [0,∞)→ R a supporto compatto e integra-
bili, definiamo la convoluzione moltiplicativa tra f e g, la funzione

f ∗M g(x) =

∫ ∞
0

f(t)g
(x
t

) dt

t

Lemma (1.12). Se f e g sono due funzioni per cui è possibile definire la
loro trasformata di Mellin, allora:

M(f ∗M g)(s) = Mf(s) ·Mg(s).

Proposizione (1.6). Date delle funzioni f e g per cui esistono le loro
trasformate di Mellin ed un s = σ + it, valgono le seguenti relazioni:

M (f ′(t)) (s) = −(s− 1)Mf(s− 1),

M (tf ′(t)) (s) = −sMf(s),

M (log t · f(t)) = (Mf)′(s),

M(f · g)(s) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
Mf(z)Mg(s− z) dz.
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Infine, sempre nel primo capitolo, inizieremo a lavorare sulla congettura
in maniera classica, dividendo la somma da stimare con il metodo del cerchio
e cominceremo ad analizzare il contributo degli Archi Maggiori. Quello che
vogliamo fare è studiare la somma

Sη(α, x) =
∑
n

Λ(n)e(αn)η
(n
x

)
, (1)

dove α ∈ R/Z, Λ è la funzione di Von Mangoldt e η : R → C è tale che la
somma converga. Vogliamo stimare dal basso la quantità∑

n1+n2+n3=N

Λ(n1)Λ(n2)Λ(n3)η1

(n1

x

)
η2

(n2

x

)
η3

(n3

x

)
, (2)

dove η1, η2, η3 : R → C. Nel metodo del cerchio, l’integrale su R/Z viene
diviso in due insiemi, di cui ora diamo la definizione.

Definizione (1.16). Definiamo l’insieme degli Archi Maggiori M come l’in-
sieme degli intervalli Mr0 in R/Z attorno al numero razionale a

q
, q ≤ r0, dove

c e r0 sono costanti e (a, q) = 1, cioè

Mr0 =

(
a

q
− cr0
qx
,
a

q
+
cr0
qx

)
.

La definizione che utilizzeremo di insieme di Archi Maggiori è

M = Mδ0,Q0 =
⋃
q≤Q0
q dispari

⋃
a mod q
(a,q)=1

(
a

q
− δ0Q0

2qx
,
a

q
+
δ0Q0

2qx

)
∪

⋃
q≤2Q0
q pari

⋃
a mod q
(a,q)=1

(
a

q
− δ0Q0

qx
,
a

q
+
δ0Q0

qx

)
, (3)

dove δ0 > 0 e r ≥ 1 sono valori che assegneremo in seguito.

Definizione (1.17). Il complementare dell’insieme degli Archi Maggiori in
R/Z è detto insieme degli Archi Minori e si indica con m, cioè

m = R/Z \M.

Valgono inoltre le seguenti formule: per χ = χT , dove χT è il carattere
banale

Sη,χ

(
δ

x
, x

)
= S

(
δ

x
, x

)
= η̂(−δ)x+O (errη,χT (δ, x))x, (4)
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mentre per ogni χ primitivo, diverso da quello banale si ha che

Sη,χ

(
δ

x
, x

)
= O (errη,χ(δ, x))x, (5)

dove i termini di errore err, saranno definiti in seguito.

Proposizione (1.7). Sia η : [0,+∞) → R una funzione in L1 ∩ L∞. Sia
Sη(α, x) definita come in (1) e M = Mδ0,r come in (3).
Sia η◦ : [0,+∞) → R una funzione tre volte derivabile e tale che η(3)◦ ∈ L1.
Supponiamo, inoltre, che r ≥ 182. Allora

∫
M

|Sη(α, x)|2 dα = Lr,δ0 · x+O

(
5.19δ0xr

(
ET

η,
δ0r
2

(
|η|1 +

ET
η,
δ0r
2

2

)))
+O

(
δ0r
(
log 2e2r

) (
x · E2

η,r,δ0
+Kr,2

))
, (6)

dove

Eη,r,δ0 = max
χ mod q

q≤r·MCD(q,2)

|δ|≤MCD(q,2)
δ0r
2q

√
q|errη,χ∗(δ, x)|, (7)

ETη,s = max
|δ|≤s
|errη,χT (δ, x)|, (8)

Kr,2 = (1 +
√

2r)(log x)2|η|∞
(

2
|Sη(0, x)|

x
+ (1 +

√
2r)(log x)2

|η|∞
x

)
(9)

e Lr,δ0 soddisfa sia

Lr,δ0 ≤ 2|η|22
∑
q≤r

q dispari

µ2(q)

φ(q)
, (10)

che

Lr,δ0 = 2|η◦|22
∑
q≤r

q dispari

µ2(q)

φ(q)
+O (log r + 1.7)

(
2|η◦|2 · |η − η◦|2 + |η◦ − η|22

)

+O

(
2|η(3)◦ |21
5π6δ50

)(
0.64787 +

log r

4r
+

0.425

r

)
. (11)

Proposizione (1.8). Sia x ≥ 1. Siano η+, η∗ : [0,∞)→ R. Siano η+ ∈ C2,
η′′+ ∈ L2 e η+, η∗ ∈ L1∩L2. Sia η◦ : [0,∞)→ R derivabile tre volte tranne che
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per un numero finito di punti. Supponiamo η(3)0 ∈ L1 e |η+ − η◦|2 < ε0|η◦|2,
dove ε0 ≥ 0. Siano δ0 > 0, r ≥ 1. Allora per ogni N > 0,∫

M

Sη+(α, x)2Sη∗(α, x)e(−Nα) dα

è uguale a:

C0Cη◦,η∗x
2

+

2.82643|η◦|22(2 + ε0)ε0 +
4.31004|η◦|22 + 0.0012

|η(3)◦ |21
δ50

r

 |η∗|1x2 (12)

+O
(
Eη∗,r,δ0Aη+ + Eη+,r,δ01.6812

(√
Aη+ + 1.6812|η+|2

)
|η∗|2

)
· x2 (13)

+O
(

2Zη2+,2(x)LSη∗(x, r)x+ 4
√
Zη2+,2(x)Zη2∗,2(x)LSη+(x, r)x

)
, (14)

dove

C0 =
∏
p|N

(
1− 1

(p− 1)2

)∏̇
p-N

(
1 +

1

(p− 1)3

)
, (15)

Cη◦,η∗ =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

η◦(t1)η◦(t2)η∗

(
N

x
− (t1 + t2)

)
dt1 dt2, (16)

Eη,r,δ0 = max
χ mod q

q≤MCD(q,2)r
|δ|≤MCD(q,2)δ0r/2q

√
q|errη,χ∗(δ, x)|,

ETη,s = max
|δ|≤s/q

|errη,χT (δ, x)|,

Aη =
1

x

∫
M

|Sη+(α, x)|2 dα, (17)

Zη,k(x) =
1

x

∑
n

Λk(n)η
(n
x

)
, (18)

LSη(x, r) = log rmax
p≤r

∑
α≥1

η

(
pα

x

)
, (19)

dove Eη,r,δ0 è definito come in (7) e ETη,s come in (8) ed errη,χ(δ, x) ed
errη,χT (δ, x) sono i termini di errore delle formule (4) e (5).

Nel secondo capitolo, quindi, ci concentreremo sull’analisi degli Archi Mi-
nori, partendo dal Teorema di Vaughan per spezzare la somma da studiare in
quattro somme più piccole e analizzarle separatamente. Cruciale per le stime
di questo capitolo, sarà l’utilizzo di stime trigonometriche e l’applicazione del
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Crivello Largo nella formulazione di Montgomery. Infine, esporremo il Teo-
rema Principale di Approssimazione per gli Archi Minori.
In questo capitolo ci occuperemo della stima della somma

Sη(α, x) =
∑
n

Λ(n)e(αn)η
(n
x

)
, (20)

sull’insieme degli Archi Minori m, dove, in questo caso, η = η2(t) = 2χ[ 1
2
,1]∗M

2χ[ 1
2
,1](t).

Per iniziare l’analisi della serie in (20), avremo bisogno dell’identità di Vau-
ghan [Vau77]:

Proposizione (2.1). Siano U, V ≥ 1, allora per ogni n > V risulta

Λ(n) =
∑
m|n
m≤U

µ(m) log
n

m
−
∑
m≤U

∑
d≤V

md|n

µ(m)Λ(d) +
∑
m>U

∑
d>V

md|n

µ(m)Λ(d). (21)

Consideriamo ora f : N→ C una funzione moltiplicativa, allora possiamo
applicare l’identità di Vaughan e dire che per ogni x > 0, U, V ≥ 1,∑

n

Λ(n)f(n)e(αn)η
(n
x

)
= SI,1 − SI,2 + SII + S0,∞, (22)

dove

SI,1 =
∑
m≤U

µ(m)f(m)
∑
n

(log n)e(αmn)f(n)η
(mn
x

)
, (23)

SI,2 =
∑
d≤V

Λ(d)f(d)
∑
m≤U

µ(m)f(m)
∑
n

e(αdmn)f(n)η

(
dmn

x

)
, (24)

SII =
∑
m>U

f(m)

∑
d>U
d|m

µ(d)

∑
n>V

Λ(n)e(αmn)f(n)η
(mn
x

)
, (25)

S0,∞ =
∑
n≤V

Λ(n)e(αn)f(n)η
(n
x

)
. (26)

Definiamo f come

f(n) =

{
1 se MCD(n, v) = 1
0 altrimenti, (27)
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dove v = 1 o v = 2, a seconda del termine di errore (vedremo in seguito
che la scelta migliore sarà la seconda). Quindi definendo

S0,v =
∑
n|v

Λ(n)e(αn)η
(n
x

)
, (28)

abbiamo che
Sη(α, x) = SI,1 − SI,2 + SII + S0,∞ + S0,v. (29)

Le somme SI,1, SI,2 sono dette lineari o di tipo I, la somma SII è detta di
tipo II o bilineare, mentre le somme S0,∞, S0,v avranno ordine trascurabile.
Avremo quindi bisogno di alcune stime per queste somme

Lemma (2.1). Sia α = a
q

+ β
qQ
, MCD(a, q) = 1, |β| ≤ 1, q ≤ Q. Allora per

ogni A,C ≥ 0,∑
y<n≤y+q

min

(
A,

C

| sin(παn)|2

)
≤ min

(
2A+

6q2

π2
C, 3A+

4q

π

√
AC

)
(30)

Lemma (2.2). Sia α = a
q

+ β
qQ
, MCD(a, q) = 1, |β| ≤ 1, q ≤ Q. Siano

y2 > y1 ≥ 0. Se y2 − y1 ≤ q e y2 ≤ Q
2
, allora per ogni A,C ≥ 0,∑

y1<n≤y2
q-n

min

(
A,

C

| sin(παn)|2

)
≤ min

(
20

3π2
Cq2, 2A+

4q

π

√
AC

)
. (31)

Lemma (2.3). Sia α = a
q

+ β
qQ
, MCD(a, q) = 1, |β| ≤ 1, q ≤ Q. Siano

y2 > y1 ≥ 0. Se y2 − y1 ≤ q e y2 ≤ Q
2
, allora per ogni B,C > 0,

∑
y1<n≤y2

q-n

min

(
B

| sin(παn)|
,

C

| sin(παn)|2

)
≤ 2B

q

π
max

(
2, log

Ce3q

Bπ

)
. (32)

Inoltre è valido anche il limite superiore 2Bq
π

log
(

2e2q
π

)
.

Proposizione (2.2). Siano α = a
q

+ δ
x
, MCD(a, q) = 1,

∣∣ δ
x

∣∣ ≤ 1
qQ0

, q ≤ Q0

e Q0 ≥ 16. Sia η continua, in C2 e a supporto compatto, tale che |η|1 = 1 e
η′′ ∈ L1 e sia c0 ≥ |η̂′′|∞.
Sia 1 ≤ D ≤ x. Allora se |δ| ≤ 1

2c2
, dove

c2 =

(
3π

5
√
c0

)(
1 +

√
13

3

)
, (33)
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il valore assoluto di ∑
m≤D

µ(m)
∑
n

e(αmn)η
(mn
x

)
(34)

è al più

x

q
min

(
1,

c0
(2πδ)2

) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
m≤M

q

MCD(m,q)=1

µ(m)

m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+O

(
c0

(
1

4
− 1

π2

)(
D2

2xq
+
D

2x

))

(35)

+
2
√
c0c1
π

D + 3c1
x

q
log+ Dq

c2x
+

√
C0c1
π

q log+ 2D

q
(36)

+
|η′|1
π
qmax

(
2, log

c0e
3q2

4π|η′|1x

)
+

(
2
√

3c0c1
π

+
3c1
c2

+
55c0c2
12π2

)
q,

dove

c1 = 1 +
D|η′|1

2x
, (37)

M ∈
[
min

(
Q0

2
, D

)
, D

]
(38)

e log+ n indica log |n|.
La stessa stima vale se |δ| ≥ 1

2c2
e D ≤ Q0

2
.

In generale se |δ| ≥ 1
2c2

, il valore assoluto di (34) è (35) più

2
√
c0c1
π

(
D + (1 + ε) min

(⌊
x

|δ|q

⌋
+ 1, 2D

)(
$ε +

1

2
log+ 2|δ|qD

x

))
(39)

+2c1

(
2 +

1 + ε

ε
log+ 2D|δ|q

x

)
x

Q0

+
35c0c2

6π2
q,

per ε ∈ (0, 1] arbitrario e

$ε =
√

3 + 2ε+

1 +
√

13
3

4
− 1

 1

2(1 + ε)
. (40)

Lemma (2.4). Sia q ≥ 1. Siano α1, . . . , αk ∈ R/Z della forma αi = ai
q

+vi,
con 0 ≤ ai < q e gli elementi vi ∈ R giacciono in un intervallo di ampiezza
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v > 0. Inoltre se ai = aj allora |vi − vj| > ν > 0. Assumiamo v + ν ≤ 1
q
.

Allora per ogni W,W ′ ≥ 1, W ′ ≥ W/2,

k∑
i=1

∣∣∣∣∣ ∑
W ′<p≤W

(log p)e(αip)

∣∣∣∣∣
2

≤ min

(
1,

2q

φ(q)

1

log((qv + qν)−1)

)
·

· (W −W ′ + ν−1)
∑

W ′<p≤W

(log p)2. (41)

Lemma (2.5). Sia W ≥ 1, W ′ ≥ W/2. Sia α = a
q

+ O
(

1
qQ

)
, con q ≤ Q.

Allora

∑
A0<m≤A1

∣∣∣∣∣ ∑
W ′<p≤W

(log p)e(αmp)

∣∣∣∣∣
2

≤
⌈

A1 − A0

min(q, dQ/2e)

⌉
(W −W ′ + 2q)

∑
W ′<p≤W

(log p)2. (42)

Se q < W/2 e Q ≥ 3.5W , vale anche la seguente maggiorazione:

∑
A0<m≤A1

∣∣∣∣∣ ∑
W ′<p≤W

(log p)e(αmp)

∣∣∣∣∣
2

≤
⌈
A1 − A0

q

⌉
q

φ(q)

W

log(W/2q)

∑
W ′<p≤W

(log p)2. (43)

Se A1 − A0 ≤ %q e q ≤ ρQ con %, ρ ∈ [0, 1], vale la seguente maggiorazione:

∑
A0<m≤A1

∣∣∣∣∣ ∑
W ′<p≤W

(log p)e(αmp)

∣∣∣∣∣
2

≤
(
W −W ′ +

q

1− %ρ

) ∑
W ′<p≤W

(log p)2.

(44)

Proposizione (2.4). Siano x ≥ W ≥ 1, W ′ ≥ W/2, U ′ ≥ x
2W

. Sia Q ≥
3.5W . Sia 2α = a

q
+ δ

x
con MCD(a, q) = 1,

∣∣ δ
x

∣∣ ≤ 1
qQ

e q ≤ Q.
Allora per q ≤ ρQ, con ρ ∈ [0, 1],

S2(U
′,W ′,W ) ≤

(
max(1, 2ρ)

(
x

8q
+

x

2W

)
+
W

2
+ 2q

) ∑
W ′<p≤W

(log p)2.

(45)
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Se q < W
2
,

S2(U
′,W ′,W ) ≤ 1

log(W )− log(2q)

(
x

4φ(q)
+
qW

φ(q)

) ∑
W ′<p≤W

(log p)2. (46)

Se W > x
4q
, vale anche la seguente maggiorazione:

S2(U
′,W ′,W ) ≤

(
W

2
+

4Wq2

4Wq − x

) ∑
W ′<p≤W

(log p)2. (47)

Se δ 6= 0 e x
4W

+ q ≤ Q,

S2(U
′,W ′,W ) ≤ min

1,
2q

φ(q) log
(

x
|δq|

(
q + x

4W

)−1)
 ·

·
(

x

|δq|
+
W

2

) ∑
W ′<p≤W

(log p)2. (48)

Infine, se δ 6= 0 e q ≤ ρQ, dove ρ ∈ [0, 1),

S2(U
′,W ′,W ) ≤

(
x

|δq|
+
W

2
+

x

8Q(1− ρ)
+

x

4W (1− ρ)

) ∑
W ′<p≤W

(log p)2.

(49)
La stima banale è dell’ordine di

S2(U
′,W ′,W ) =

x

2 log x

∑
W ′<p≤W

(log p)2.

Tutti questi risultati portano alla formulazione del seguente teorema:

Teorema (2.3). Sia x ≥ x0 con x0 = 2.16 · 1020. Sia

Sη(α, x) =
∑
n

Λ(n)e(αn)η
(n
x

)
con η(t) = 4 max(log 2−| log 2t|, 0). Sia 2α = a

q
+ δ

x
con q ≤ Q, MCD(a, q) =

1 e
∣∣ δ
x

∣∣ ≤ 1
qQ
, dove Q = 3

4
x

2
3 .

Allora se q ≤ x
1
3

6
, allora

|Sη(α, x)| ≤ Rx,δ0q log(δ0q) + 0.5√
δ0φ(q)

x+
2.5x√
δ0q

+
2x

δ0q
Lx,δ0,q + 3.2x

5
6 , (50)
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dove:

δ0 = max

(
2,
|δ|
4

)
, (51)

Rx,t = 0.27125 log

(
1 +

log 4t

2 log 9x1/3

2.004t

)
+ 0.41415, (52)

Lx,δ,q = min

(
log δ

7
4 q

13
4 + 80

9

φ(q)/q
,
5

6
log x+

50

9

)
+ log q

80
9 δ

16
9 +

111

5
. (53)

Se q > x
1
3

6
, allora

|Sη(α, x)| ≤ 0.2727x
5
6 (log x)

3
2 + 1218x

2
3 log x. (54)

Per quanto riguarda gli Archi Maggiori, che verranno trattati nel terzo
capitolo, faremo uno studio approfondito della trasformata di Mellin di una
composizione della funzione gaussiana che sarà fondamentale non solo per il
nostro lavoro, ma anche per le applicazioni in teoria dei numeri in generale.
Per fare questo studieremo le funzioni che fungono da pesi nelle serie in
esame, studiandone le caratteristiche analitiche per fornire stime più precise.

Presentiamo quindi le funzione η:

Lemma (3.1). Sia V uno spazio vettoriale su R dotato di prodotto scalare
〈·, ·〉. Allora per ogni v, w ∈ V con |w − v|2 ≤ |v|2/2,

〈v, w〉 = |v|2|w|2 +O(2.71|v − w|22).

Le definizioni sono:
η♥(t) = e−

t2

2 . (55)

η◦(t) = h(t)η♥(t) =

{
t3(2− t)3e−

(t−1)2

2 se t ∈ [0, 2],
0 altrimenti.

(56)

Definiamo η+ : [0,+∞)→ R come

η+(t) = hH(t)η♥(t), (57)

dove hH(t) è l’approssimazione di h(t) nel senso che la restrizione della tra-
sformata di Mellin sull’asse immaginaria ha supporto compatto [−iH, iH],
dove H > 0 è una costante.

Ci concentreremo adesso sul calcolo della trasformata di Mellin Fδ(s) della
funzione gaussiana “twisted”

e(δt)η♥(t) = e(δt)e−
t2

2 . (58)
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Essa è uguale a

Fδ(s) =

∫ +∞

0

e−
t2

2 e(δt)ts
dt

t
, (59)

dove δ ∈ R.

Teorema (3.1). Sia fδ(t) = e(δt)η♥(t) con δ ∈ R. Sia

Fδ(s) =

∫ ∞
0

e−
t2

2 e(δt)
dt

t

la sua trasformata di Mellin. Siano s = σ + iτ , σ ≥ 0, τ 6= 0 e ` = −2πδ.
Allora, se sgn(δ) 6= sgn(τ),

|Fδ(s)| ≤ C0,τ,`e
−E

(
|τ |

(πδ)2

)
|τ |

+ C1,τ,`e
−0.4798τ + C2,τ,`e

−min
(

1
8( τ

πδ )
2
, 25
32
|τ |

)
, (60)

dove v(ρ) è definita come v(ρ) =
√

1+j(ρ)
2

e

E(ρ) =
1

2

(
arccos

1

v(ρ)
− 2(v(ρ)− 1)

ρ

)
, (61)

C0,τ,` = min

(
2,

3.3
√
|τ |

2π|δ|

)(
1 + max(7.831−σ, 1.63σ−1)

)
·

·

 3/2

min
(
|τ |

2π|δ| ,
√
|τ |
)
1−σ

, (62)

C1,τ,` =

(
1 +

1 +
√

2

τ

)
τ
σ
2 , (63)

C2,τ,` = Pσ

(
min

(
|τ |

2π|δ|
,
5

4

√
|τ |
))

, (64)

(65)

dove

Pσ(x) =


xσ−2 se σ ∈ [0, 2]
xσ−2 + (σ − 2)xσ−4 se σ ∈ (2, 4]
xσ−2 + · · ·+ (σ − 2k)xσ−2(k+1) se σ ∈ (2k, 2(k + 1)]

Se sgn(σ) = sgn(τ) (o δ = 0) e |τ | > 2,

|Fδ(s)| ≤ C
′

τ,`e
−π

4
|τ |, (66)
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dove

C
′

τ,` =
eπ/2τσ/2

2
·

{
1 + 2π3/2|δ|√

|τ |
per σ ∈ [0, 1]

Γ(σ/2) per σ > 0 arbitrariamente

Lemma (3.2). Siano E(ρ) e v(ρ) come sopra. Allora:

E(ρ) ≥ 1

8
ρ− 5

384
ρ3 (67)

per ogni ρ > 0. Inoltre

E(ρ) =
π

4
− β

2
− sin 2β

4(1 + sin β)
, (68)

dove β = arcsin 1
v(ρ)

.

Corollario (3.1). Sia fδ(t) = e
t2

2 e(δt) con δ ∈ R. Sia Fδ la trasformata di
Mellin di fδ. Sia s = σ + iτ , dove σ ∈ [0, 1] e τ ≥ max (4π2|δ|, 100). Allora
per 0 ≤ k ≤ 2,

|Fδ(s+ k)|+ |Fδ(k + 1− s)| ≤ ck


(
|τ |

2π|δ|

)k
e−0.1065(

τ
πδ )

2

se |τ | < 3
2
(πδ)2,

|τ | k2 e−0.1598|τ | se |τ | ≥ 3
2
(πδ)2,

(69)
dove c0 = 4.226, c1 = 3.516 e c2 = 3.262.

Sempre nel terzo capitolo ricaveremo una formula generale per le somme
che tratteremo, strettamente connessa ad una verifica sperimentale dell’Ipo-
tesi Generalizzata di Riemann.

Lemma (3.3). Sia η : R+ → R in C1. Siano x ∈ R+ e δ ∈ R. Sia χ un
carattere primitivo modulo q, con q ≥ 1.
Chiamiamo Gδ(s) la trasformata di Mellin della funzione η(t)e(δt). Suppo-
niamo che sia η(t) che η′(t) siano in L2 e che sia η(t)tσ−1 e η′(t)tσ−1 siano
in L1 per tutti i σ in un intervallo aperto J tale che

[
1
2
, 3
2

]
⊂ J . Allora

+∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)e

(
δ

x
n

)
η
(n
x

)
= Iq=1η̂(−δ)x−

∑
ρ

Gδ(ρ)xρ (70)

−R +O ((log x+ 6.01)(|η′|2 + 2π|δ||η|2))x−
1
2 , (71)

dove
Iq=1 =

{
1 se q = 1,
0 se q 6= 1,

(72)
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mentre

R =

{
η(0)

(
log 2π

q
+ γ − L′(1,χ)

L(1,χ)

)
+ c0 se q > 1,

η(0) log(2π) se q = 1,
(73)

con

c0 =
2

3
O

(∣∣∣∣η′(t)√t
∣∣∣∣
1

+
∣∣∣η′(t)√t∣∣∣

1
+ 2π|δ|

(∣∣∣∣η(t)√
t

∣∣∣∣
1

+
∣∣∣η(t)
√
t
∣∣∣
1

))
. (74)

La somma
∑

ρ rappresenta la somma su tutti gli zeri non banali di L(s, χ).

Lemma (3.4). Sia f : R+ → C in C1. Supponiamo che limt→∞ f(t)t log t =
0. Sia χ un carattere primitivo modulo q, con q ≥ 1 e indichiamo con ρ gli
zeri non banali di L(s, χ). Allora, per ogni y ≥ 1,∑

ρ non banale
=(ρ)>y

f (=(ρ)) =
1

2π

∫ ∞
y

f(T ) log
qT

2π
dT

+
1

2
O

(
|f(y)|gχ(y) +

∫ ∞
y

|f ′(T )|gχ(T ) dT

)
, (75)

dove
gχ(T ) = 0.5 log qT + 17.7. (76)

Se f è reale e decrescente su [y,∞), allora∑
ρ non banale

Im(ρ)>y

f (Im(ρ)) =
1

2π

∫ ∞
y

f(T ) log
qT

2π
dT +O

(
1

4

∫ ∞
y

f(T )

T
dT

)
.

Lemma (3.5). Sia η : R+ → R tale che η(t) e log t · η(t) siano in L1 ∩ L2.
Siano δ ∈ R e Gδ(s) la trasformata di Mellin di η(t)e(δt). Sia χ un carattere
primitivo modulo q con q ≥ 1. Fissiamo un T0 ≥ 1. Supponiamo che tutti
gli zeri non banali ρ di L(s, χ) con |Im(ρ)| ≤ T0 giacciano sulla retta critica.
Allora la quantità ∑

ρ non banale
|=(ρ)|≤T0

|Gδ(ρ)|

è limitata da

(|η|2 + |η · log |2)
√
T0 log qT0 + (17.21|η · log |2−(log 2π

√
e)|η|2)

√
T0

+

∣∣∣∣η(t)√
t

∣∣∣∣
1

(1.32 log q + 34.5). (77)
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Lemma (3.6). Definiamo η♥(t) = e−
t2

2 . Siano x ∈ R+ e δ ∈ R. Sia χ un
carattere primitivo modulo q, con q > 1. Supponiamo che tutti gli zeri non
banali ρ di L(s, χ) con =(ρ) < T0 soddisfino <(ρ) = 1

2
. Supponiam, inoltre,

che T0 > max (4π2|δ|, 100).
Scriviamo Fδ(s) per la trasformata di Mellin di η♥(t)e(δt). Allora∑

ρ non banale
|=(ρ)|>T0

|Fδ(ρ)| ≤ log
qT0
2π

(
4.329e−0.1598T0 + 0.802|δ|e−0.1065(

T0
π|δ|)

2
)
.

Proposizione (3.2). Sia η(t) = η♥(t) = e−
t2

2 . Siano x ≥ 1, δ ∈ R e χ un
carattere primitivo modulo q, con q ≥ 1. Supponiamo che tutti gli zeri non
banali ρ di L(s, χ) con =(ρ) ≤ T0 giacciano sulla retta critica. Assumiamo,
inoltre, che T0 ≥ max (4π2|δ|, 100). Allora

+∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)e

(
δ

x
n

)
η
(n
x

)
=

{
η̂(−δ)x+O (errη,χ(δ, x))x se q = 1,

O (errη,χ(δ, x))x se q = 1,

(78)
dove

errη,χ(δ, x) = log
qT0
2π

(
4.329e−0.1598T0 + 0.802|δ|e−0.1065(

T0
π|δ|)

2
)

+
(

2.337
√
T0 log(qT0) + 21.817

√
T0 + 2.85 log q + 74.38

)
x−

1
2

+ (3 log q + 14|δ|+ 17)x−1 + (log q + 6) (1 + 5|δ|)x−
3
2 .

Proposizione (3.3). Siano η(t) = t2e−
t2

2 , η1(t) = 2χ[ 12 ,1]
(t), η2(t) = η1 ∗M

η1(t) e η∗ = η2∗M η. Siano x ≥ 1, δ ∈ R e χ un carattere primitivo modulo q,
con q ≥ 1. Supponiamo che tutti gli zeri non banali ρ di L(s, χ) con =(ρ) ≤ T0
giacciano sulla retta critica. Assumiamo, inoltre, che T0 ≥ max (4π2|δ|, 100).
Allora
+∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)e

(
δ

x
n

)
η∗

(n
x

)
=

{
η̂∗(−δ)x+O (errη∗,χ(δ, x))x se q = 1,

O (errη∗,χ(δ, x))x se q = 1,

dove

errη∗,χ(δ, x) = T0 log
qT0
2π

(
3.5e−0.1598T0 + 0.0019e−0.1065(

T0
π|δ|)

2
)

+
(

1.675
√
T0 log(qT0) + 6.936

√
T0 + 1.954 log q + 51.047

)
x−

1
2

+ (6 + 22|δ|)x−1 + (log q + 6) (3 + 17|δ|)x−
3
2 .
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Proposizione (3.4). Sia η(t) = η+(t), definita come in (57) per qualche
H ≥ 50. Siano x ≥ 103, δ ∈ R e χ un carattere primitivo modulo q, con q ≥
1. Supponiamo che tutti gli zeri non banali ρ di L(s, χ) con =(ρ) ≤ T0 giac-
ciano sulla retta critica. Assumiamo, inoltre, che T0 ≥ H+max (4π2|δ|, 100).
Allora
+∞∑
n=1

Λ(n)χ(n)e

(
δ

x
n

)
η
(n
x

)
=

{
η̂(−δ)x+O

(
errη+,χ(δ, x)

)
x se q = 1,

O
(
errη+,χ(δ, x)

)
x se q = 1,

dove

errη+,χ(δ, x) = log
qT0
2π

(
9.462

√
T ′0e

−0.1598T ′0 + 11.287|δ|e
−0.1065

(
T ′0
π|δ|

)2)
+
(

1.631
√
T0 log(qT0) + 12.42

√
T0 + 1.321 log q + 34.51

)
x−

1
2

+ (9 + 11|δ|)x−1 + (log q) (11 + 6|δ|)x−
3
2 ,

dove T ′0 = T0 −H.

Per concludere nel quarto e ultimo capitolo dedurremo una stima totale
per gli Archi Maggiori ed una sugli Archi Minori. Completeremo, quindi, con
la formulazione del teorema che dimostra la Congettura Debole di Goldbach
e analizzeremo le sue conseguenze.

Proposizione (4.1). Sia {an} una successione in C, tale che sia in `1 ∩ `2
e che an = 0 per n ≤

√
x. Siano Q0 ≥ 1, δ0 ≥ 1 tali che δ0Q2

0 ≤ x/2.
Definiamo Q =

√
x
2δ0

. Sia

M =
⋃
q≤Q0

⋃
a mod q
(a,q)=1

(
a

q
− δ0Q0

qx
,
a

q
+
δ0Q0

qx

)
. (79)

Sia S(α) =
∑

n ane(αn) per α ∈ R/Z. Allora

∫
M

|S(α)|2 ≤

max
q≤Q0

max
s≤Q0/q

Gq

(
Q0

sq

)
Gq

(
Q
sq

)
∑

n

|an|2,

dove
Gq(R) =

∑
r≤R

(r,q)=1

µ2(r)

φ(r)
. (80)
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Lemma (4.1). Siano m ≥ 1 e q ≥ 1. Allora,∏
p|q o p≤m

p

p− 1
≤ eγ (log(m+ log q) + 0.65771) . (81)

Lemma (4.2). Sia Q0 ≥ 1, Q ≥ 182Q0. Sia q ≤ Q0, s ≤ Q0

q
con q ∈ Z.

Allora:

Gq

(
Q0

sq

)
Gq

(
Q
sq

) ≤ eγ log
(
Q0

sq
+ log q

)
+ 1.172

log Q
Q0

+ 1.312
≤ eγ logQ0 + 1.172

log Q
Q0

+ 1.312
.

Proposizione (4.2). Sia {an} una successione in C, tale che sia in `1 ∩ `2
e che an = 0 per n ≤

√
x. Siano Q0 ≥ 105, δ0 ≥ 1 tali che (20000Q0)

2 ≤ x
2δ0

.

Definiamo Q =
√

x
2δ0

.
Sia S(α) =

∑
n ane(nα) con α ∈ R/Z. Sia M come in (79). Allora se

Q0 ≤ Q0.6, ∫
M

|S(α)|2 dα ≤ logQ0 + c+
logQ+ cE

∑
n

|an|2,

dove c+ = 1.36 e cE = 1.3325822.
Sia Mδ0,Q0 come in (3). Allora se 2Q0 ≤ (2Q)0.6,∫

Mδ0,Q0

|S(α)|2 dα ≤ log 2Q0 + c+
log 2Q+ cE

∑
n

|an|2

Se Q > Q0.6, useremo la stima banale∫
Mδ0,Q0

|S(α)|2 dα ≤
∫
R/Z
|S(α)|2 dα =

∑
n

|an|2,

dove l’ultima uguaglianza segue dal Teorema di Plancherel.

Teorema (4.1). Definiamo Sη(α) come in (1). Sia η+ = h200(t)η♥(t) come
in (57) con H = 200. Sia η∗ = (η2 ∗M φ) (κt), dove φ(t) = t2e−

t2

2 , η2 =
η1 ∗M η1, η1(t) = 2χ[− 1

2
, 1
2 ](t) e κ = 49.

Fissiamo un r0 = 150000. Sia, infine δ0 = 8. Allora per ogni N ≥ 1027,∫
M8,r0

|Sη+(α, x)|2 dα ≤ 8.7806x

e ∫
M8,r0

Sη+(α, x)2Sη∗(α.x)e(−Nα) dα ≥ 1.058259

κ
x2. (82)
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Lemma (4.3). Siano f, g : N ⊃ [a, b] → R+. Supponiamo che per ogni
x ∈ [a, b], ∑

a≤n≤x

f(n) ≤ F (x), (83)

dove F : [a, b] → R è continua, differenziabile a tratti e non decrescente.
Allora,

b∑
n=a

f(n)g(n) ≤
(

max
n≥a

g(n)

)
F (a) +

∫ b

a

(
max
n≥u

g(n)

)
F ′(u) du.

Proposizione (4.3). Siano S1(α) =
∑

n ane(nα), an ∈ C e {an} ∈ L1. Sia
S2 : R/Z→ C continua. Definiamo Mδ0,r come in (3).
Sia r0 un numero intero positivo, tale che r0 ≤ r1. Sia H : [r0, r1]→ R+ una
funzione non decrescente continua e derivabile tale che

1∑
n |an|2

∫
Mδ0,r+1

|S1(α)|2 dα ≤ H(r) (84)

per qualche δ0 ≤ x
2r21

e per tutti gli r ∈ [r0, r1]. Supponiamo, inoltre, che
H(r1) = 1. Sia g : [r0, r1]→ R+ una funzione non crescente tale che

max
α∈R/Z\Mδ0,r

|S2(α)| ≤ g(r) (85)

per tutti gli r ∈ [r0, r1] e δ0 come prima.
Allora,

1∑
n |an|2

∫
R/Z\Mδ0,r0

|S1(α)|2|S2(α)| dα

≤ g(r0) (H(r0)− I0) +

∫ r1

r0

g(r)H ′(r) dr, (86)

dove
I0 =

1∑
n |an|2

∫
Mδ0,r0

|S1(α)|2 dα. (87)

Teorema (4.2). Sia x ≥ 1025κ, dove κ ≥ 1. Definiamo

Sη(α, x) =
∑
n

Λ(n)e(αn)η
(n
x

)
.

Sia η∗(t) = (η2 ∗M φ)(κt), dove η2 = η1 ∗M η1, η1(t) = 2χ[− 1
2
, 1
2 ](t) e φ :

[0,+∞)→ [0,+∞) è una funzione continua in L1.
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Sia, inoltre, η+ : [0,+∞) → [0,+∞) una funzione limitata e derivabile con
limt→+∞ η+(t) = 0. Definiamo Mδ0,r come in (3) con δ0 = 8. Sia 105 ≤ r <

r1, dove r1 = 3
8

(
x
κ

) 4
15 .

Definiamo

Zr0 =

∫
R/Z\M8,r0

|Sη∗(α, x)|2|Sη+(α, x)| dα.

Allora

Zr0 ≤

(√
|φ|x
κ

(M + T ) +
√
Sη∗(0,x)E

)2

,

dove

S =
∑
p>
√
x

(log p)2η+

(p
x

)
,

T = Cφ,3(log x)
(
S − (

√
J −
√
E)2
)
,

J =

∫
M8,r0

|Sη+(α, x)| dα,

E =
(
(Cη+,0 + Cη+,2) log x+ (2Cη+,0 + Cη+,1)

)
x

1
2 ,

Cη+,0 = 0.7131

∫ +∞

0

1√
t

(
sup
r≥t

η+(r)

)2

dt,

Cη+,1 = 0.7131

∫ +∞

1

log t√
t

(
sup
r≥t

η+(r)

)2

dt,

Cη+,2 = 0.51941|η+|2∞,

Cφ,3(K) =
1.04488

|φ|1

∫ 1
K

0

|φ(w)| dw

e

M = g(r0)

(
log(r0 + 1) + c+

log(
√
x) + c−

S − (
√
J −
√
E)

)
+

(
2

log x+ 2c−

∫ r1

r0

g(r)

r
dr +

(
7

15
+
−2.14938 + 8

15
logκ

log x+ 2c−

)
g(r1)

)
,

dove g(r) = g x
κ ,φ

(r) con K = 1
2

log
(
x
κ

)
, c+ = 2.3912 e c− = 0.6294.

Concludiamo quindi con i teoremi che dimostrano la Congettura di Gold-
bach

Teorema (4.5). Ogni numero dispari N , tale che N ≥ 1027 può essere
espresso come somma di tre primi dispari.
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Dato che la Congettura di Goldbach Debole è stata verificata per tutti
i numeri N < 8.875 · 1030 (Appendice A), possiamo concludere che vale il
seguente teorema:

Teorema (4.6). Ogni numero dispari maggiore di 7 può essere espresso come
somma di tre numeri primi.
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