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Chapter 1

Funzioni analitiche

1.1 Funzioni olomorfe

Se U C C e un aperto del piano complesso, ed f : U — C e una funzione,
scriveremo f(z), oppure f(z + iy), per denotarne il valore in un punto z =
x + 1y € U. Scriveremo anche

flz +iy) = u(z,y) +iv(x, y)

dove u e v sono rispettivamente la parte reale e la parte immaginaria di f.

Definizione 1.1.1 Sia U C C un aperto del piano complesso. Una funzione
f U — C si dice derivabile in senso complesso, o olomorfa, in un punto
a € U se e continua 1n a ed esiste il

o 1) = f(@)

ma oz —a

che si denota f'(a) e si chiama derivata di f in a. [ si dice derivabile in
senso complesso o olomorfa in U se lo € in ogni punto di U. In tal caso la
funzione

fl:U——C

2 f'(2)

¢ detta derivata di f(z).
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L’insieme delle funzioni olomorfe in un aperto U si denota H(U). Una
funzione olomorfa in tutto il piano si dice intera.

Proposizione 1.1.2 Sia U C C un aperto. Se f : U — C ¢é olomorfa in
a € U allora f e continua in a.

Dim. Si ha:
fla+h) = fla)

. i — 1 — / —
limf(a-+ 1) = f(a)) = Jim R0 = f(a)0 =0
perché il limite di un prodotto e il prodotto dei limiti. &

Le due proposizioni che seguono si dimostrano in modo del tutto sim-
ile agli analoghi risultati validi per funzioni di variabile reale, e quindi ne
omettiamo la dimostrazione.

Proposizione 1.1.3 Sia U C C un aperto e siano f,g : U — C funzion
olomorfe in un punto a € U. Allora

(i) f+ g & olomorfa in a e
(f +9)(a) = f(a) + ¢'(a)
(ii) fg é olomorfa in a e

(f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

(iii) Se g(a) # 0 allora f/g é olomorfa in a e

g(a)f'(a) — f(a)g'(a)
g(a)?

(f/9)'(a) =

Proposizione 1.1.4 Siano U,V C C aperti, f : U — V, g :V — C
funzioni. Se f é olomorfa in z € U e g € olomorfa in w = f(z), allora go f
e olomorfa in z e:

(g0 f)(2) =g (w)f(2)
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Esempio 1.1.5 Le funzioni costanti sono olomorfe e hanno derivata nulla
in ogni punto. Inoltre:
( Zn)/ =n anl

sen>0ezeC,oppure n < 0 ez # 0 (la dimostrazione si da come nel caso
di funzioni di variabile reale). Quindi, per la Proposizione 1.1.3, i polinomi
sono funzioni intere; similmente le funzioni razionali, cioe le funzioni definite
dal quoziente di due polinomi, sono olomorfe in tutti i punti in cui non si
annulla il denominatore.

Esempio 1.1.6 La funzione f(z) = Z non & olomorfa in alcun punto di C.
Verifichiamolo in 0. Scrivendo z = = + iy # 0 il rapporto incrementale é:

_x2—y2—2ixy_{1 sey =0

Z
2z x? 4 12 -1 sex=0

e quindi non possiede limite per z — 0. In modo simile si verifica che z non
e derivabile in alcun altro punto di C.

Una funzione f : U — C puo essere descritta nella forma:

flz +1iy) = u(x,y) +iv(z,y)

u(z,y) e v(x,y) si dicono rispettivamente parte reale e parte immaginaria di

£l

Teorema 1.1.7 Sia U C C un aperto. Se una funzione f : U — C e
olomorfa in un punto zy = xg + iyy allora la sua parte reale u e la sua parte
immaginaria v sono derivabili parzialmente nel punto (xg,yo) € sussistono le
sequenti identita nel punto (xq,yo):

ou Ov ou ov
o oz 1.1
ox Oy’ oy Ox (1.1)

Le (1.1) si dicono equazioni di Cauchy-Riemann.

Dim. Facendo tendere z — 2y mantenendo la parte immaginaria costante
si ottiene l'identita:
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. 5 - 3 + 1 ) - ) 8 : a
= lim u(x yo) u(xo yO) 1(v(x yo) v(xo y0>> = 7u(x07y0)+1 & (1:07290)
r—x0 xr — X (9:16 al’

Facendo invece tendere z — 2, mantenendo la parte reale costante si ottiene:

/ — lm u(xo, y) — u(wo, Yo) + i(v(wo,y) — v(xo, Yo)) _
Fz) = yl_’yo i(y — vo)

ov . ou
= a*y(l"o,yo) —1 @(io,yo)

Quindi u e v possiedono derivate parziali in (g, yo) e sussistono le (1.1). <

Esempio 1.1.8 La funzione f(z) = Z = = — iy ha parte reale u = x e parte
immaginaria v = —y, che sono derivabili parzialmente in ogni punto. Pero si
ha identicamente:

e quindi le (1.1) non sono verificate. Quindi, come gia verificato direttamente
nell’esempio 1.1.6, la funzione Z non e olomorfa in alcun punto di C.

In questo capitolo studieremo una classe di funzioni olomorfe, le fun-
zioni analitiche. Nel successivo capitolo dimostreremo, tra l’altro, che tutte
le funzioni olomorfe sono analitiche, cioe che queste due classi di funzioni
coincidono.

1.2 Serie formali

Sia T una indeterminata. Una serie formale di potenze (o semplicemente una
serie formale) nella T a coefficienti complessi ¢ un’espressione

f(T) = Zaka =ap+a; T+ aT%+---
k>0

in cui a; € C per ogni k. Una serie formale puo anche identificarsi con la
successione dei suoi coefficienti

{CL(), ai,as, .. }

ag si dice il termine costante della serie f(T'). Se

F(T)=>"a,TF, g(T)=> bT"

k>0 k>0
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sono due serie formali, definiamo la loro somma f 4+ g come

(f +9)(T ZCka
k>0
dove
ck:ak+bk k:0,1,2,...

Definiamo il prodotto fg come:

=Y a@T"

k>0

dove .
dy =) aiby_;
i=0
Se a € C definiamo af come

(af)(T) = >_(aa)T*

k>0

La serie nulla ¢ la serie 0(7") i cui coefficienti sono tutti uguali a zero.
L’insieme delle serie formali nella T" a coefficienti complessi si denota con
il simbolo C[[T]]. Con le operazioni di somma e di prodotto che abbiamo in-
trodotto C[[T]] € un anello contenente come sottoanello I’anello dei polinomi
C[T].
Una serie formale ag + a;T + agT? + - - - & invertibile in C[[T]] se e solo se

ap 7é 0.
Se infatti esiste by + by T + byT? + - - - € C[[T]] tale che

(CLO —I— (IlT + CLQT2 )(bo + blT + b2T2 ) = 1

allora agby = 1 e quindi ag # 0. Viceversa, se ag # 0 l'inversa by + b;T +
byT?+- - di ag+a,T+asT?+- - - & univocamente individuata dalle condizioni:
apby = 1
a160 + CLle =0
asby + aiby + apby = 0
che permettono di calcolare induttivamente i coefficienti by, by, bs, . . ..
Una serie formale Y7 ~q apT' k puo essere derivata termine a termine po-

nendo
Z CLka Z k;aka !

k>0 k>1
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Segue immediatamente dalla definizione che il prodotto di due serie di
potenze e uguale a zero se e solo se uno almeno dei fattori e nullo; pertanto
C[[T]] & un dominio di integrita.

Esempio 1.2.1 In CJ[T]] si ha

1-T)'=1+T+T*+---=>_TF

A-T) 1= <k+n>Tk

k>0

per ogni n > 0.

II campo dei quozienti di CI[[T]] si denota C((T")). I suoi elementi si
dicono serie di Laurent meromorfe formali nella indeterminata 7.

Lemma 1.2.2 Ogni elemento non nullo X € C((T)) puo essere scritto in
modo unico nella forma

X =T"(ag + a1T + a7 + - --) veZl, ag#0

Dim. Sia:
o bo+ 0T+ 0T A
_Co+ClT+CQT2+"'

e sia h > 0 il piu piccolo intero tale che ¢, # 0. La serie di potenze

cn+ cn T + cppo T + -+
¢ invertibile in C[[T]]: sia
do+ di T+ dosT? + - = (e + e T + cpaoT? 4 )7
Allora:
X =T+ 0T +bT%+ ) (do + i T+ doT? + - -+)
e poiché (by + by T + byT? + -+ )(dg + di T + dyT? + - - -) € C[[T]] si ha

(b0+b1T+b2T2+ . )(d0+d1T—|—d2T2—|— . ) = Tk(a0+a1T+a2T2+~ . ) ao 7é 0
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per qualche £ > 0, la conclusione segue con v = k — h. &

L’intero v si chiama ordine della serie di Laurent X, e si denota o(X).
Porremo 0(0) = co. Otteniamo in questo modo un’applicazione:

0: C(T)) — Z U {oo}

che possiede le seguenti proprieta, di immediata verifica. Per ogni X,Y €

C((T)) si ha:
e o(XY)=0(X)+o(Y)
e o(X £+Y)>min(o(X),0(Y)) e vale 'uguaglianza se o(X) # o(Y).

e X € C[[T]] se e solo se o(X) > 0.

In particolare, per ogni X # 0 si ha o(X ') = —o(X). Dal lemma segue
che ogni elemento X € C((7")) si puo scrivere in modo unico come una serie
di potenze in T" a esponenti in Z avente solo un numero finito di termini con
esponente negativo, cioe nella forma:

X=a_, 7™+ - 4a T '4+P a_p # 0

dove
P=> aT" e C[T]

k>0
L’espressione a_,,T~™ + --- + a_;T ! si chiama parte principale di X.

Siano f(T') = Ypso axT*, h(T) = 351 b;T7 due serie formali, con o(h) >
1. Allora & ben definita la serie formale f(h(T")), che si dice composizione di
f ed h, ottenuta per sostituzione di A in f, cioe¢ ponendo:

FIMT)) =>" aph(T)* =" ap(D b;17)

k>0 k>0 j>1
Infatti per ogni k > 0 si ha o(h(T)*) > k, e quindi il coefficiente di T* in
f(R(T)) & ben definito come somma di un numero finito di termini, per ogni

k > 0. La serie f(h(T)) si denota anche (f o h)(T). E immediato che il suo
ordine e

o(foh) =o(f) o(h)
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1.3 Serie convergenti

Convergenza di serie di numeri complessi. Sia {ay} una successione di
numeri complessi, e consideriamo la serie

D ay

k>0

Definiamo la somma parziale
n
Sp — Z Q.
k=0
Diremo che la serie converge se esiste w € C tale che

lim s, = w

n—oo

In tal caso diremo che w & la somma della serie e scriveremo:

w:Zak

k>0

Se A = Yysoar e B = Y4500k sono due serie convergenti allora la loro
somma ed il loro prodotto sono serie convergenti. Precisamente, detta

by = Z Bk
k=0

la somma parziale della serie B, A + B ha per somma il lim,,_ s, * t,,
mentre cB ha per somma il lim,, .., ct,, per ogni c € C.

Sia > p>¢ o una serie di numeri complessi. Diremo che la serie converge
assolutamente se la serie a termini reali nonnegativi Y-z~ || converge.

Se una serie converge assolutamente allora converge. Infatti, per ogni
m < n si ha:

Sn_sm:am+1+"'+an
e quindi:
n
|$n = Sml| < Z ||
k=m+1

Dall’assoluta convergenza segue che dato € > 0 esiste N tale che Yp_ 4 |ou| <
€ se m,n > N: cio dimostra che la successione {s,} delle somme parziali ¢
di Cauchy nello spazio metrico C, e quindi converge.
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Si noti che se > ;¢ ay converge allora lim ay, = 0: infatti oy = s — 551
e {sr} € una successione di Cauchy.

Nel seguito utilizzeremo liberamente i seguenti fatti elementari riguardanti
I’assoluta convergenza, la cui dimostrazione viene lasciata come esercizio:

(i) (Criterio del confronto) Sia Y~ rx una serie convergente di numeri reali
nonnegativi. Se ;> ax € una serie di numeri complessi tale che |ag| <
rr per ogni k allora la serie Y oy converge assolutamente.

(ii) Se una serie di numeri complessi Y_;~o ax € assolutamente convergente,
allora ogni serie ottenuta riordinando i suoi termini converge assoluta-
mente allo stesso limite.

(iii) Se una serie doppia

Z(Zahk)

k>0 h>0

converge assolutamente, allora la serie ottenuta scambiando 'ordine di
sommazione converge assolutamente allo stesso limite.

Definizione 1.3.1 Una serie della forma > ;> ar®, a,r € R, a #0, ¢ detta
una serie geometrica.

Proposizione 1.3.2 Una serie geometrica converge se e solo se |r| < 1. Nel
caso convergente si ha:
k a
S ar =
1—r

k>0

Dim. Se |r| =1 la serie evidentemente non converge. Supponiamo quindi

|r| # 1. Si ha

n
ne1 a ar

Sp—1 =a+ar+---+ar =1, " 1_-

Se |r| < 1 alloralimr™ = 0 e quindi lim s,,_; = % e la serie converge. D’altra
parte se |r| > 1 allora ar™ non tende a 0 e quindi la serie non converge. <

Convergenza di successioni di funzioni. Sia S un insieme ed f: S — C
una funzione limitata. Definiamo la norma del sup di f come:

1Flls = (Il = sup [f(s)]
seS



14 CHAPTER 1. FUNZIONI ANALITICHE

Segue immediatamente dalla definizione che, date comunque due funzioni
limitate f,g: S — C e ce C,siha ||f +gll <[[fl|+llgll e [lefll = Iel [Lf1]

Sia {f, : S — C} una successione di funzioni limitate. Diremo che questa
successione converge uniformemente in S se esiste una funzione limitata f :
S — C con le seguenti proprieta: dato comunque € > 0 esiste N > 0 tale che

fn = fll <€

se n > N. Si osservi che, anche senza supporre f limitata, se || f,, — f|| € ben
definita segue che f ¢ limitata.

Diremo che {f,} & una successione di Cauchy se dato comunque € > 0
esiste N > O tale che

||fn_fm|| <€

se m,n > N.
Si osservi che, se {f,} ¢ una successione di Cauchy, allora per ogni s € S
la successione di numeri complessi { f,,(s)} soddisfa:

|fn(8> - fm(8)| < ||fn - fm” v n,m

e quindi e una successione di Cauchy e pertanto converge.

Teorema 1.3.3 Se una successione { f,} di funzioni limitate su S é di Cauchy
allora converge uniformemente in S.

Dim. Per ogni s € S poniamo

f(s) = lim fu(s)

n—oo

Dato € > 0 esiste N > 0 tale che
|fo = fm| <€ vV selS
se n,m > N. Sian > N. Dato s € S sia m > N (dipendente da s) tale che
[f(s) = fin(s)| <e

Allora:
1f(8) = fu($)] < |f(5) = fan(S)| + [ fin(5) = fu(s)] <
<€+ fim — full < 2€
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Poiché cio e vero per ogni s € S segue che

Hf_an < 2e

e cio conclude la dimostrazione. 0]

Convergenza di serie di funzioni. Consideriamo una serie Y. fi di funzioni
limitate su S, e sia

n
Sp = ka
k=0

la somma parziale n-esima. Diremo che la serie converge uniformemente in
S se la successione delle somme parziali {s,,} converge uniformemente in S.
Diremo che la serie >° fi converge assolutamente in s € S se la serie numerica

PRAC]

converge. Diremo che Y fi converge assolutamente in S se converge assolu-
tamente in ogni s € S.

Teorema 1.3.4 (Criterio del confronto) Sia {c} una successione di nu-
meri reali nonnegativi tale che la serie Y ¢ converga. Sia {fi} una succes-
sione di funzioni limitate su S tali che || fx|| < cx per ogni k. Allora la serie
> [ converge uniformemente e assolutamente in S.

Dim. Siano m < n. Allora le somme parziali soddisfano:

n n
lsn = smll < D0 A< D o

L’ipotesi sulla convergenza di ) ¢, implica che per ogni € > 0 esiste N > 0
tale che >7" ;¢ < € per ogni n,m > N. La disuguaglianza precedente
implica quindi che la successione delle somme parziali {s,} ¢ di Cauchy, e
quindi 'uniforme convergenza della successione delle somme parziali segue.
Lo stesso ragionamento dimostra anche la convergenza assoluta. &

La dimostrazione del risultato seguente ¢ lasciata come esercizio:
Teorema 1.3.5 Sia S C C e sia {f,} una successione di funzioni continue

e limitate su S. Se la successione converge uniformemente in S allora la
funzione limite f e continua in S.
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Convergenza di serie di potenze. I risultati precedenti verranno applicati
allo studio della convergenza di serie di potenze, prendendo f,(z) = axz*, con
ar € C. Denoteremo indifferente con D(a,r) oppure D,(r) il disco aperto di

centro a € C e raggio r > 0.

Teorema 1.3.6 Sia {ax} una successione di numeri complessi, e sia r > 0
tale che la serie

> |ag|r®

k>0

converga. Allora la serie Y o az® converge assolutamente e uniformemente
nel disco chiuso D(0,r).

Dim. E una caso particolare del criterio del confronto. &

Teorema 1.3.7 Sia} ;> ai 2" una serie di potenze. Se la serie non converge
assolutamente per qualche w € C allora esiste un numero reale r > 0 tale
che la serie converga assolutamente per |z| < r e non converga assolutamente
per |z| > 7.

Dim. Sia r l'estremo superiore dei numeri reali s > 0 tali che Y |ag|s*
converge. Allora per ipotesi r < oo e 3 |ag||z|* diverge se |z| > r, e converge
se |z| < r, per il criterio del confronto. &

II numero 7 del teorema (2.5) & chiamato raggio di convergenza della serie
di potenze > ;> az*. Se la serie converge assolutamente per ogni z € C
allora diremo che ha raggio di convergenza infinito. Quando il raggio di
convergenza ¢ 0 la serie converge assolutamente solo per z = 0.

Se la serie ha raggio di convergenza r > 0 si dira una serie convergente. 1l
disco aperto D(0,r) di centro l'origine e raggio r & detto disco di convergenza
della serie. Piu in generale se D ¢ un disco aperto di centro l'origine e di
raggio p < r, diremo che la serie converge in D.

Teorema 1.3.8 Sia Y~ arz® una serie di potenze, e sia r il suo raggio di
convergenza. Allora

1 ) 1
— = limsup |a|*
,

: : 1 o : 1
intendendo che la successione |ag|x non é limitata ser = 0, e che lim sup |ay|*
0 ser = oo.
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Dim. Supponiamo dapprima r # 0,00, e sia t = limsup ]ak\%. Dato
comunque € > ( esiste solo un numero finito di indici k tali che |ak|% >t+e.
Quindi per tutti i k eccettuati al pitt un numero finito si ha:

|ak| < (t + E)k

e quindi se |z| < ti, posto A= |z|(t+€)siha A<1le

|ak|]zk| < A*

Pertanto la serie 37y~ az" converge assolutamente per confronto con la serie
geometrica . A*. Deduciamo che il raggio di convergenza r soddisfa r > tj%e
. . . 1
per ogni € > 0 e quindi r > ;. 1
Viceversa, dato € > 0 esistono infiniti & tali che |ax|* >t — € e pertanto

ax] > (t - o)*

Quindi la serie > ;- arz® non converge se |z| = i perché il suo termine
k-esimo non tende a 0. Ne consegue che il raggio di convergenza r soddisfa
r < i per ogni € > 0, donde r < % Cio conclude la dimostrazione nel caso
t # 0,00. Il caso in cui t = 0 oppure t = oo si dimostra in modo simile ed ¢
lasciato come esercizio. &

Utilizzeremo anche il seguente criterio di convergenza, per la cui di-
mostrazione rinviamo ad un testo di analisi matematica.

Teorema 1.3.9 (Criterio del rapporto) Sia {ax} una successione di nu-
meri reali positivi, e supponiamo che lim a’;—:l =1t >0. Allora si ha anche

1
limag =t

Esempio 1.3.10 II teorema 1.3.8 non dice cosa accade se |z| = r. Ad esem-
pio la serie

fz) =32

"2
n>0 Tt

ha raggio di convergenza 1. Per ogni ¢ tale che |¢| = 1 la serie dei moduli di

f(c) e la serie convergente 3, #, e quindi f(c) converge per il criterio del

confronto per ogni ¢ tale che |c| = 1.



18 CHAPTER 1. FUNZIONI ANALITICHE

D’altra parte anche la serie f(z) = 3,5 2" ha raggio di convergenza 1;
ma f(c) non converge per ogni c tale che |c¢| = 1 perché |¢"| =1 e quindi "
non tende a 0. Pero per ogni z nel disco aperto D(0, 1) la funzione somma di
f(z) coincide con 1 (cid segue dalla Proposizione 1.4.1 che dimostreremo
tra poco) e quindi, al tendere di z verso un qualsiasi ¢ # 1 tale che || =1
il valore di f(z) tende al valore finito (1 — ¢)~!. Perd i risultati che abbiamo
dimostrato danno informazioni solo sulla convergenza all’interno del disco
di convergenza, e quindi non possiamo concludere che la serie converge a
(1—c¢)™! quando |¢|]=1ec# 1.

Consideriamo ora la serie

la somma parziale n-esima, si ha

lim s,(z)=n
r reale —1

e quindi

lim f(x) =0
z reale —1

perché per ogni n > 0 esiste §,, > 0 tale che per x > 1 —4d si ha s,(z) >n—1
e quindi f(z) > n — 1. D’altra parte f(z) = 2% + f(2?%) e quindi

lim  f(x) =00

z reale ——1

Analogamente, avendosi
f2)=22+2"+ 427 + f(z¥)

si ha

lim £ () = oc

se £ € una radice 2n-esima di 1. Poiché le radici 2n-esime dell’unita sono

dense in S! la funzione f somma della serie non si estende a nessun punto di
(9D0(1) — Sl.
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Corollario 1.3.11 Se lim|a,|t =t esiste, allora la serie S k=0 k2™ ha rag-
gio di convergenza r = %

Dim. Segue subito dalla dimostrazione del teorema 1.3.8. &

Corollario 1.3.12 Si supponga che la serie Y ;> apz* abbia raggio di con-
vergenza r > 0. Allora esiste un numero reale A > 0 tale che

|ag| < A*
per ogni k.
Dim. Prendiamo A; = ¢ + ¢ dove ¢ = limsup |ag|* ¢ ¢ > 0. Allora
Jax| < A}

per ogni k eccettuato al pit un numero finito. Allora e possibile sostituire
A; con un A in modo che la disuguaglianza sia verificata per tuttii k. <&

1.4 Operazioni sulle serie convergenti

In questo paragrafo verificheremo che se si eseguono le operazioni definite per
le serie formali (somma, prodotto, moltiplicazione per uno scalare, inversa,
derivata termine a termine) su serie convergenti, si ottengono ancora serie
convergenti.

Proposizione 1.4.1 Siano f = f(T) e g = g(T) serie di potenze conver-
genti in un disco aperto D,.(0), allora anche f + g e fg sono convergenti
nello stesso disco, e se a € C, allora af converge in D(0,7). Inoltre per
ogni z € D(0,r) si ha:

(f+9)(z) = f(2) +9(2), (f9)(z) = f(2)9(2), (af)(z) = af(z)

Dim. Diamo la dimostrazione nel caso del prodotto. Siano f = >7;+ apT",
9= 2k>0 b T*, e quindi

k
fg= Z cka, dove ¢, = Zaibk_i
i=0

k>0
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Sia 0 < s < r. Poiché sia f che g hanno raggio di convergenza > r, per il
criterio della radice esiste un numero positivo C' tale che

C

C
’ak‘ < ) € |bk‘ < L
S S

per ogni k. Quindi:

d o C %
el <D lail br—il €0 S5 =k +1)—
i=0 i=0 S S S
Segue che:
12
s

Ma poiché limy_(k + 1)5CE = 1, segue che

W | =

lim sup |cg|F <
k—oo

. s en . . 1 . .
Poiché cio & vero per ogni 0 < s < r segue che limsup |c;|* < L, e quindi la
T
serie fg converge nel disco D(0, 7).
Si osservi che abbiamo anche dimostrato che la serie a termini reali posi-

tivi
k

> (O lail [be-if)|2"|

k>0 i=0

converge per ogni z € D(0, 7).
Siano
n(T) =ag+a;T + -+ ant™

gn(T) =bg+bi T+ -+ byTV
i polinomi ottenuti per troncazione delle serie f e g. Allora, per ogni z €
D(0,r) si ha:

f() = Jim fn(2), g(z) = lim gu(2)

Inoltre:

(f9)(2) = In(2)an (I < D0 (3 lail [b—il)|2"]

E>N+1 =0
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ed il secondo membro tende a 0 al tendere di N — oo. Pertanto:
f(2)9(2) = lim fn(2)gn(2) = (f9)(2)

e cio conclude la dimostrazione nel caso del prodotto.
Gli altri casi sono piu semplici e vengono lasciati come esercizio. O

Denotiamo con C{{T'}} il sottoinsieme di CI[[T]] costituito dalle serie
aventi raggio di convergenza positivo. Dalla proposizione precedente segue
che C{{T'}} ¢ un sottoanello di C[[T]], che si chiama anello delle serie con-
vergenti. Si hanno ovvie inclusioni che sono omomorfismi di anelli:

ClT] c C{{T}} c C[[T]]

Proposizione 1.4.2 Sia f una serie di potenze a raggio di convergenza pos-
itivo con o(f) = 0. Allora anche la serie g tale che fg = 1 ha raggio di
convergenza positivo.

Dim. Per la (3.1) non é restrittivo supporre che f abbia termine costante
uguale a 1, salvo sostituire f con ay'f. Quindi:

f(M)=1+a,T+aT?+---=1—h(T)

dove o(h) > 1. Per il corollario (2.8) esiste A > 0 tale che |a;| < A* per ogni
k > 1. Allora:

11
AT) 1= h(T)

=1+ h(T)+h(T)*+---

dove la somma a secondo membro ¢ ben definita perché o(h(T)’) > j e quindi,
per ogni k, al coefficiente di T* a secondo membro contribuiscono solo un
numero finito di addendi. La serie h(T") ¢ dominata termine a termine in

modulo dalla serie
AT

kmk
2 AT 1-— AT

k>1

e quindi g(T) = ﬁ ¢ dominata termine a termine in modulo dalla serie

Ly AT (AT)? ]
1— AT ' (1— AT)? 1 AT
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1
T = (1= AT)(14 24T + 2AT)" + - )

T 1-AT

che ¢ dominata termine a termine in modulo da:
(1+AT)(1 +2AT + (2AT)* +--)

Percio ¢g(T') € dominata termine a termine in modulo da un prodotto di serie
di potenze aventi raggio di convergenza positivo, e pertanto ha raggio di
convergenza positivo. &

La serie g(T') dell’enunciato precedente si denota con f(7)~!. Il seguente
corollario e immediato.

Corollario 1.4.3 Se f(T) e ¢(T) sono serie aventi raggio di convergenza
positivo e o(p) = 0, allora f(T)p(T)™ ¢ una serie a raggio di convergenza
Ppositivo.

Proposizione 1.4.4 Sia f(T) = > ;>0 a,T* una serie avente raggio di con-
vergenza r > 0. Allora la serie

F(T) =" kayTF !

k>1

ottenuta derivando f termine a termine (la serie derivata di f) ha raggio di
CONVETrgenza .

Dim. Si ha
: P 1 PR, I
limsup |kag|* = limsup |k|* limsup |ay|* = limsup |ax|* = —
,

e quindi la serie
> kayTF =Tf'(T)

k>1

ha raggio di convergenza uguale a r. La conclusione segue. <&

Teorema 1.4.5 Supponiamo che f(T) = YysoanT™ € h(T) = Y51 b;T7
siano serie di potenze con o(h) > 0, aventi raggio di convergenza positivo, e
510
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Sia r > 0 tale che f converga nel disco D(0,r), ed s > 0 sia tale che

> |bgls" < r

k>1

Allora g converge nel disco D(0,s), e per ogni z € D(0,s) si ha:

Dim. Ogni coefficiente della serie g(7') ¢ dominato in modulo dal cor-
rispondente coefficiente della serie

(1) > lakl O [by|T7)*

k>0 j>1

e per ipotesi questa serie converge assolutamente per |z| < s. Quindi g(z)
converge assolutamente per |z| < s.
Poniamo
fN<7v ::ao%—a17’+-~--+»aN7ﬂV

Allora ogni coefficiente della serie g(7') — fn(h(T)) &€ dominato in modulo dal
corrispondente coefficiente della serie:

> a0 1b;|T7)"

E>N j>1

Dalla convergenza assoluta della serie (1) deduciamo che, dato € > 0, esiste
Ny tale che per ogni N > Nj e |z| < s si abbia:

l9(2) = fn(h(2))] < e

Poiché la successione di polinomi {fy(z)} converge uniformemente alla fun-
zione f(z) nel disco chiuso di raggio r, possiamo scegliere Ny sufficientemente
grande in modo che per N > N si abbia

[fn(h(2)) = f(R(2))] < e
e con cio si dimostra che
|9(2) — f(h(2))] < 2¢
per ogni € > 0, e quindi g(z) — f(h(2)) = 0. &
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1.5 Funzioni analitiche
Sia U C C un aperto. Una funzione
f:U—-C
si dice analitica in un punto zy € U se esiste una serie di potenze

Z an(z — 2)"

k>0

che converge assolutamente per |z — zg| < r per qualche r > 0, e tale che si

abbia
f(z) = Z an(z — 2)"

k>0

per ogni z siffatto. f si dice analitica in U se lo € in ogni punto di U.
Se f e analitica in zg diremo anche che f ha un’espansione (o uno sviluppo)
in serie di potenze in zg. Un punto zp tale che f(zg) = 0 si dice uno zero di

f.
Teorema 1.5.1 Se f ¢ analitica in un aperto U allora f ¢ continua in U.

Dim. Segue facilmente dal teorema 1.3.5. Diamo comunque una di-
mostrazione diretta del teorema.

Siaa € U ed f(2) = Yps0ar(z — a)* in un disco aperto D(a,r) di centro
a e raggio r > 0; sia f(a) = b. Non & restrittivo supporre a = 0 = b. Quindi:

f2)=>arz" = 2> ap2t!

k>1 k>1

Se |z| < r la serie Y ;5 az® converge assolutamente. Pertanto, se 0 < p < r
e |z] < psi ha:

F( < 3 larllel® < T2 D0 fanl[2]*F < J2] 3 axl o™

k>1 k>1 k>1

e quindi | f(2)| tende a 0 al tendere di |z| a 0. &

Sono funzioni analitiche in tutto il piano i polinomi (in particolare le
funzioni lineari, cioe della forma f(z) = az + b), la funzione esponenziale e
le funzioni trigonometriche, che verranno introdotte tra poco.
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Proposizione 1.5.2 (i) Sia U un aperto del piano complesso. Se f,g sono
analitiche in U e a € C, allora f+g, fg, af sono analitiche in U. In-
oltre % e definita ed analitica in ogni aperto contenuto nel sottoinsieme

degli z € U tali che g(z) # 0.

(ii) Se V.C C ¢ un aperto e h : V.— U ed f : U — C sono analitiche,
allora f o h e analitica in V.

Dim. (i) segue immediatamente dalle proprieta di convergenza dimostrate
per le serie di potenze nel §1.4.
(ii) Se zp € V e h(z) = wy, allora:

h(z) = wo + Z bi(z — 2)"
E>1
e quindi la funzione h(z) — wy & rappresentata in un intorno di z;, da una
serie priva di termine costante. Se
flw) =3 an(w —wp)"
n>0

in un intorno di wy allora applicando il teorema (3.5) possiamo sostituire la
serie h(z) — wy = Yps1 bi(z — 20)" al posto di w — wy e ottenere:

F(h(2)) = 3 an(d_ bz = 20))"

n>0  k>1
che & uno sviluppo in serie di f o h in un intorno di zj. &

Dalla Proposizione 1.5.2 segue in particolare che una funzione razionale
58, dove P, € Clz] e # 0, ¢ ben definita ed analitica in tutti i punti di
z € Cin cui Q(z) # 0.

La seguente proposizione ci dice che sono analitiche le funzioni definite

da serie di potenze.

Proposizione 1.5.3 Sia a € C e f(z) = Yisoar(z — a)* una serie di
potenze convergente assolutamente nel disco aperto D(a,r) per qualche r > 0.
Allora la funzione f : D(a,r) — C definita dalla serie é analitica.

Dim. Non ¢ restrittivo supporre a = 0, e quindi che si abbia f(z) =
Srsoax2® in D(0,7). Sia zp € D(0,7), e sia s > 0 tale che |z] +s < r.
Scriviamo

z=2p+ (2 — 2)
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e quindi:
2=l + (2 — 2))"

Possiamo pertanto riscrivere:
k (L i .
o =Laly (F)76 -]
k>0 >0 \J
Se |z — 2] < s allora |z9| + |z — 20| < 7 e quindi la serie
ko (k . .
> laxllzol + [z = 201" = D |ax] [Z ( ) 20712 — Zoﬂ
k>0 k>0 >0 \J
converge. Scambiando 1’ordine di sommatoria otteniamo che la serie:
k . .
5[] e - 200
>0 k> \J
converge assolutamente ad f(z) per |z — zo| < s. &

Teorema 1.5.4 Se f e analitica in U allora f é olomorfa in U e la sua
derivata ' ¢ una funzione analitica in U.

Dim. La tesi da dimostrare ¢ locale, cioe ¢ sufficiente dimostrare che vale
in qualsiasi punto a € U. Non ¢ restrittivo supporre a = 0. Sia f(z) =
> >0 an 2" in un disco aperto D(0,r), > 0. Sia z tale che |z| < r esia d > 0
tale che |z| + d < r. Per ogni numero complesso h tale che |h| < § abbiamo:

=Y 50 (2" +nz""th + h*P,(z, h))

dove P,(z,h) & un polinomio in z e h, a coefficienti interi positivi; precisa-

mente: .
k=2 k

In particolare la seguente stima ¢ soddisfatta:

Pl <35 ()0 et = Palel

k=2
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Possiamo scrivere:

f(z+h) — Znannlh hZZan

n>1 n>2

dove la serie a secondo membro ¢ assolutamente convergente perché lo e
quella a primo membro. Dividendo per A otteniamo:

f(Z—i-h})L Znan - :hZanPn(z h)

n>1 n>2

Per |h| < ¢ abbiamo:
’E:nZQan%(zah)‘ f;§3n22|anHF%(Z’hM

< anz |an|Pn(’Z‘7 9)

dove I'ultima espressione non dipende da h. Quindi:

(W~ anPo(z, k)| < B |an|Pa(|2],6)

n>2 n>2

Al tendere di h a 0 il secondo membro tende a 0, e quindi

hm|h2an (z,h)] =0

n>2

Cio dimostra che la funzione f & olomorfa in 0, e che la sua derivata coincide
con la somma della serie 3,51 na, 2", che ha lo stesso raggio di convergenza
di f, per la Proposizione 1.4.4. &

Osservazione 1.5.5 Usando il teorema integrale di Cauchy dimostreremo
nel Cap. 2 che, viceversa, ogni funzione olomorfa e analitica.

Il seguente corollario dicende immediatamente dal teorema:

Corollario 1.5.6 Se f ¢ analitica in un aperto U allora f possiede derivate
di ogni ordine che sono funzioni analitiche in U.
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Supponiamo che la funzione f(z) sia analitica in un intorno di a € C e

che in a si abbia:
f2) = an(z —a)*
k>0
Allora dalla dimostrazione del teorema (4.5) segue che la derivata n-esima di
f si esprime in un intorno di a come:

FO) =S k(k=1) - (k—n+ ag(z — a)*"

k>n

In particolare si ha:
f™(a) = nla,

e quindi per ogni n:

f"(a)
n!

In particolare la successione dei coefficienti {a; } € univocamente determinata

da f e da a.

a, = (1.2)

Definizione 1.5.7 Sia f : U — C una funzione sull’aperto U a wvalori
complessi. Una primitiva per f é una funzione g olomorfa in U e tale che
g (2) = f(z) per ogni z € U.

E ovvio che una primitiva, se esiste, ¢ determinata a meno di una costante
additiva.

Proposizione 1.5.8 Sia f una funzione analitica che ha uno sviluppo in
serie in un disco D(a,r). Allora f possiede una primitiva in D(a,r) che ¢
analitica.

Dim. Supponiamo che si abbia

f(2) =2 ar(z—a)*

k>0

in D(a,r). Allora la serie

Ak k+1
> (- (13)
o k+1
converge nel disco D(a, r) perché i suoi coefficienti sono maggiorati in modulo
dai coefficienti della serie f(z). Inoltre, detta g(z) la funzione somma della
serie (1.3), si ha ¢'(z) = f(z). Quindi g ¢ una primitiva di f in D(a,r). Per
la Proposizione 1.5.8 g ¢ analitica in D(a,r). &
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Osservazione 1.5.9 Se f e analitica in un aperto U di C, la Proposizione
1.5.8 implica che per ogni punto a € U esiste un disco D(a,r) C U tale che la
restrizione di f a D(a,r) possieda una primitiva. Cio non significa pero che
f possiede una primitiva in tutto U. In altre parole, non ¢ necessariamente
vero che e possibile trovare primitive di f nelle vicinanze di ogni punto di
U in modo che si incollino per definire un’unica funzione primitiva di f in
tutto U. Un esempio ¢ fornito dalla funzione f(z) = 1/z analitica in C\{0}.
Quest’esempio verra discusso in dettaglio pit avanti (cfr. Esempio 1.9.4).

1.6 Esempi

1. Dalla proposizione 1.5.2 segue che la funzione

¢ analitica nell’aperto U = C\{0}. Il suo sviluppo in serie nell’origine ¢

fla) =3

k>0

Questa serie ha raggio di convergenza ry = 1 e quindi rappresenta la funzione
f mel disco D(0,1). Consideriamo un qualsiasi punto b € D(0,1), b # 0.
Dalla dimostrazione della proposizione (4.3) segue che lo sviluppo in serie di

f(z)in b e: '
flz) =2 _bi(z—b)
Jj=0
dove
bj = <k> b
k>j \J

Questa serie converge a (1 — b)~U+Y (Esempio 1.2.1) e pertanto lo sviluppo
in serie di f(z) in b si puo riscrivere come:

f2) = 20 =)0 by

Il raggio di convergenza 7, di questa serie e dato da:

1 .
— = lim ([1 = b~ 0D)7 = [1—p|!

Ty J—00
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cioe 1, = |1 — b|, che ¢ la distanza di b dal punto 1 in cui la funzione f(2)
non ¢ definita. Si osservi che D(b,r,) ¢ D(0,1) a meno che b non sia reale e
0<b<1.

2. FEsponenziale, logaritmo, funzioni circolari - Vogliamo determinare
quali sono le serie di potenze

B(T) = Y aT* € C[[T]

k>0

tali che E'(T)) = E(T'), e E(0) = ap = 1.
Poiché
E'(T) = ay + 2a;T + 3asT? + - - -

otteniamo ay_; = kag e ag = 1, e quindi deduciamo a; = % In particolare
la serie cercata E(T') esiste ed & unica. Si ha:

Poiché limy,_., vk! = 00, vediamo che E(T') ha raggio di convergenza r = oo.
La funzione esponenziale €* & definita come la funzione olomorfa in tutto C
somma della serie E(z).

E facile dedurre le principali proprieta di e* direttamente dalla definizione.
Dimostriamo ad esempio 'identita

e?Th = e b Va,b

Sia ¢ € C. Si ha:

(62’ eC—Z)/ — 6Z eC—Z _ eZ eC—Z — O

z

e quindi e* e“7* = cost.; prendendo z = 0 deduciamo che

e ponendo z = a e ¢ = b+ a si conclude.
In particolare e* e7* = ¢’ = 1 e quindi €* # 0 per ogni z e e7% = 8%
Inoltre e* = €Z perché tutti i coefficienti di F(z) sono reali. In particolare,
se y € R
‘eiy’2 — eiy efiy =1
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cioe |e”| = 1. Inoltre, essendo e = e® e si ha [e"T| = e, e quindi
le*] = 1 se e solo se & = 0 cioe se e solo se z = iy & puramente immaginario.

Per mezzo della funzione esponenziale e possibile definire le funzioni cir-
colari, o trigonometriche, ponendo:

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz

———; sinz=—— (1.4)
2 21

Dalle definizioni si deducono facilmente tutte le principali proprieta di queste

funzioni. In particolare:

COS 2 =

(cosz) = —sinz; (sinz) = cosz

(sin2)? + (cos2)? =1

Si ha inoltre
1z o —iz S
e =cosz+isinz, e ¥ =cosz—isinz (1.5)

per ogni z € C. Calcolando si trovano gli sviluppi in serie:

2
cosz=1—-5+%5—--

. 23
SIHZ:Z—y—i—f—---

Per z = x reale queste serie si riducono agli usuali sviluppi in serie di Taylor
di cosx) e sinz, e quindi le funzioni trigonometriche complesse prolungano
a C le funzioni trigonometriche gia conosciute nel caso reale.

Studiamo la periodicita di e*. Sia p € C un periodo, cioé un numero
complesso tale che e*t? = e* per ogni z € C. Cid avviene se e solo se e? = 1.
Quindi p = it, t reale. D’altra parte

et = cost +isint =1

significa cost = 1, sint = 0, il che avviene se e solo se t = 2km per qualche
keZ.

Quindi i periodi di e* sono tutti e soli i multipli interi di 2.

Sia w € C. Un logaritmo di w € un numero complesso z tale che e* = w.
Ovviamente, poiché e* # 0 il numero w = 0 non ha logaritmo. Se w # 0
allora ’equazione e*™¥ = w & equivalente a

e’ = |w|, €Y= —
|w]
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La prima equazione possiede l'unica soluzione r = log|w|. La seconda
equazione ha infinite soluzioni della forma y = 6 + 2kw. Ogni tale soluzione
¢ detta una determinazione dell’argomento di w. L’insieme di tali determi-
nazioni si denota con argw. L’unica determinazione che soddisfa la con-
dizione 0 < 0 < 27 sia dice determinazione principale dell’argomento di w e
si denota con Arg(w).

In conclusione, ogni w = |w|(cos § 4 isin f) # 0 possiede infinite determi-
nazioni del logaritmo, della forma:

log w = log |w| + i(Arg(w) + 2kn), kel
La determinazione corrispondente a k = 0 si dice determinazione principale
del logaritmo di w e si denota con Log(w).

3. Le funzioni iperboliche - Le classiche funzioni iperboliche di variabile
reale si estendono in modo naturale a funzioni intere ponendo:
e — e ? e* + e %

sinh z = — cosh z = — (1.6)

L’identita gia valida nel caso reale:
cosh? z —sinh? z = 1
si estende a questo caso in modo ovvio. Sussiste inoltre I'identita:
|sin(z + iy)|* = |sin2|*> + | sinh y|? (1.7)

la cui verifica elementare ¢ lasciata al lettore come esercizio.
4. 1 numeri di Bernoulli By, sono definiti dall’identita
z Bk k

ez—lz k!z

k>0

Si osservi che il primo membro ¢ una funzione olomorfa nel disco D(0, 27).
Per calcolare i By, esplicitiamo I'identita:

ottenendo:
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Da qui si calcolano i By induttivamente. I primi valori sono:

By=1 B ==

-1
By = 3

B4:% B5:0

Bs=2% Br=0

In generale By 1 = 0 per ogni k > 1. Cio si deduce dal fatto che la funzione

e pari.

5. La funzione trascendente tan z = %2 ha il seguente sviluppo in serie

cos(z)
nell’origine:
2%(2% — 1)B2k: 2k—1
tan z = Z (2h)! z

k>1

e ha raggio di convergenza 7.
6. Siano 0 # a,w € C. Diremo che z € C soddisfa 'identita:
a®=w
se esiste una determinazione log(a) del logaritmo di a tale che

w = 6log(a)z

1.7 Ordine e indice di ramificazione

Sia f una funzione analitica in un intorno di un punto a € C e sia

fz) =2 an(z —a)*

k>0

il suo sviluppo in serie in a. Supponiamo che f non sia identicamente nulla
in un intorno di a. In tal caso i coeflicienti a; non sono tutti nulli.
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L’ordine di f in a e definito come il piu piccolo esponente k tale che
ar # 0, e si denota o,(f).

E’ evidente che o,(f) coincide con l'ordine della serie ;50 axT" secondo
la definizione data nel §1. Nel seguente lemma sono raccolte le principali
proprieta della nozione di ordine.

Lemma 1.7.1 Sia f una funzione analitica non costante in un intorno aperto
A dia e C. Allora:

(i) 0u(f) > 0 se e solo se f(a) = 0.

(ii) Esiste un aperto U(a) C A contenente a tale che o.(f) = 0 per ogni
z€U(a), z # a.

(iii) Posto f' = 4L si ha:

0a(f') = 0a(f — f(a)) — 1

(iv) Se g ¢ una funzione analitica e non costante su un aperto B di C tale
che g(B) C A, e se per qualche b € B si ha g(b) = a, ¢'(b) # 0, allora:

o(f 0 g) = 0a(f)

Dim. (i) ¢ ovvia.

(ii) Se 04(f) = 0la conclusione ¢ ovvia per la continuita di f. Supponiamo
che a sia uno zero di f, cioe che si abbia ay = f(a) = 0, e che f non sia
identicamente nulla in un intorno di a; sia h = o,(f) > 0. Allora possiamo

C HO=Yat-of = - Y ae-at

k>h k>h

La serie Y j~p, ar(z — a)*™" converge in un intorno di a ad una funzione

analitica g(z). Poiché g(a) = aj # 0, esiste r > 0 tale che g(z) # 0 per ogni
z € D(a,r). Ma allora f(z) = (z —a)g(z) # 0 per ogni z € D(a,r), z # a.
Quindi il punto a ¢ isolato nell’insieme degli zeri di f.

(iii) ¢ immediata.

(iv) Se 04(f) = 0 la conclusione ¢ ovvia. Supponiamo o,(f) > 0 e proce-
diamo per induzione su o,(f). Per la b) si ha:

op(fog)=1+0((fog))=1+[f(g9(w))g (w)] =
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=1+0(f 0g)+oy(g) =1+0(f 0g)

Poiché dalla b) segue che o,(f") = 0,(f) — 1, per I'ipotesi induttiva si ha
ou(f' 0 g) = 0u(f') ¢ quindi

Ob(f o g) =1+ 0a<f/) = Oa(f)
&

Insieme alla nozione di ordine e spesso utile considerare anche la seguente:

Definizione 1.7.2 Sia f : A — C wuna funzione analitica definita su un
aperto A di C e sia a € A. L’indice di ramificazione di f in a é

er(a) = 0a(f(2) = f(a))

Il punto a si dice di ramificazione per f se ef(a) > 2. In tal caso diremo che
f ramifica in a.

Dal Lemma 1.7.1 segue che si ha

er(a) = oa(f') +1

e che l'insieme dei punti di ramificazione di f ¢ un sottoinsieme discreto di

A.

Esempio 1.7.3 Per un fissato interon > 2 ed una costante ¢ € C la funzione
f: C — C, definita da f(z) = 2" + ¢, ramifica solo nel punto z = 0 con
indice di ramificazione n. Se invece n = 1 la f non ramifica in alcun punto.

I1 Lemma seguente generalizza 1.7.1(iv):

Lemma 1.7.4 Sia f una funzione analitica non costante in un intorno aperto
A dia e C. Se g ¢ una funzione olomorfa e non costante su un aperto B di
C tale che g(B) C A, e se per qualche b € B si ha g(b) = a allora:

efog(b) = ef(a)egy(b)
Dim. Si ha

€foq(b) = 140u((fog)') = 140s[(f'0g)g'] = 1+0b(f'eg)+0u(g") = 0n(f'0g)+e4(b)
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Se ef(a) = 1 allora o,(f’) = 0 e quindi si ha anche o0,( f'og) = 0. Dall’'uguaglianza
precedente segue che es.4(b) = €,(b) e la conclusione e vera in questo caso.
Supponiamo ef(a) > 2 e procediamo per induzione su eg(a). Per 'ipotesi
induttiva si ha:

05(f" 0 g) = €prog(b) = g (a)eg(b) = [es(a) — e,y (b)

e quindi:

€foq(b) = 0o(f" 0 g) + €4(b) = [e5(a) — 1]eg(b) + €4(b) = ef(a)ey(b)

Si osservi che nel caso in cui a =0 = f(a) il Lemma afferma che

op(f o g) =o00(f)ow(g)

1.8 Zeri di una funzione analitica

In questo paragrafo dimostreremo che due funzioni analitiche che coincidono
su un insieme abbastanza grande, in un senso che preciseremo, coincidono
identicamente. Questa proprieta generalizza una proprieta ben nota dei poli-
nomi: se due polinomi di grado < n assumono gli stessi valori in n + 1 punti
distinti di C, allora concidono.

Teorema 1.8.1 (Principio del prolungamento analitico) Sia U C C
un aperto connesso, zg € U, ed f : U — C una funzione analitica. Le
sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) f®(20) =0 per ogni k > 0.
(ii) f e identicamente nulla in un intorno di z,.

(iii) f ¢ identicamente nulla in U.

Dim. (i) = (ii). Sia f(2) = Yj>0 ak(z — 2)* lo sviluppo in serie di f in
zp. Dalla (1.2) segue che a, = 0 per ogni k, e quindi f(z) = 0 in un intorno
di zg.

(ii) = (i) e (iii) = (i) sono ovvie.
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(ii) = (iii). Dobbiamo dimostrare che l'insieme
A={aeU: f ¢identicamente nulla in un intorno di a}

coincide con U. Osserviamo che zy € A e quindi A # (). Pertanto, poiché U
e connesso, sara sufficiente dimostrare che A & aperto e chiuso in U.

A e aperto per definizione.

Sia ¢ € A. Allora esiste una successione {c,} — c tale che ¢, € A.
In ogni punto ¢, ¢ verificata la condizione (ii), e quindi anche la (i), cioe
f®)(c,) = 0 per ogni k > 0 e per ogni n. Ma allora, essendo le derivate f*)(2)
funzioni continue, si ha anche f*)(c) = 0 per ogni k, cio¢ in ¢ ¢ soddisfatta
la condizione (i). Ma allora anche la (ii) & soddisfatta, cioe ¢ € A, e quindi
A & chiuso. <&

Corollario 1.8.2 Sia U C C un aperto connesso. Se f,g sono analitiche in
U e coincidono in un intorno di un punto zo € U allora coincidono identica-
mente in tutto U.

Dim. Basta applicare il teorema alla funzione f — g. &

Applicando il Teorema 1.8.1 deduciamo il seguente risultato:

Teorema 1.8.3 (Principio d’identita delle funzioni analitiche) SeU C
C ¢ un aperto connesso ed f : U — C ¢ analitica e non e identicamente nulla,
[insieme degli zeri di f e un insieme discreto, cioe tutti © suot punti sono
1solati.

Dim. Supponiamo che f(a) = 0 per qualche a € U. Per il teorema 1.8.1 f
non ¢ identicamente nulla in un intorno di a, e quindi, per il Lemma 1.7.1(ii),
a possiede un intorno V' C U tale che f(z) # 0 per ogni z € V, z # a. Quindi
a ¢ isolato nell’insieme degli zeri di f. &

Abbiamo il seguente immediato

Corollario 1.8.4 SeU C C ¢ un aperto connesso ed f, g : U — C analitiche,
allora ["insieme

S={:eU: f(z) = g(2)}
e discreto oppure S = U. In particolare, se f : U — C é analitica e ¢ € C,
allora

fHe)={z€eU: f(z) =c}

se mon ¢ vuoto, ¢ un insieme discreto oppure f~(c) = U, cio¢ f ¢ costante.
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Esempio 1.8.5 (La serie binomiale) Sia o # 0 un numero complesso.
Definiamo i coefficienti binomiali come:

a)  ala—1)---(a—k+1)
e

perk>1 e (8‘) = 1. Definiamo la serie binomiale nel modo seguente:

Ba(t) = (Z) ¢k

k>0

Lemma 1.8.6 Se a non ¢ uguale ad un intero > 0, il raggio di convergenza
di B, (t) € uguale ad 1.

Dim. L’ipotesi su « implica che nessuno dei coefficienti (‘:) ¢ zero. Si ha:

k41 a+1
|—=1-

E+1

che converge ad 1 per k — oo. La conclusione segue dal criterio del rapporto.

&

Se m ¢ un intero positivo segue dal lemma che la serie B1 (z) converge
assolutamente per x reale tale che |z| < 1. D’altra parte & ben noto dai corsi
di analisi matematica che la somma di tale serie soddisfa B1 ()™ = 14z per
ogni z € R tale che |z| < 1. Dal principio di identita delle funzioni olomorfe
discende quindi che nel disco aperto D(0,1) C C la funzione somma della
serie B (z) soddisfa

Bi(2)"=1+4=z2

3=

1.9 Proprieta geometriche delle funzioni analitiche

Sia U C C un aperto, e f analitica su U. Diremo f un isomorfismo analitico
se la sua immagine V' = f(U) ¢ un aperto di C ed esiste una funzione analitica
g:V — Utaleche fog=1y e go f =1y, cioe tale che f e g siano funzioni
inverse una dell’altra.
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Diremo che la funzione analitica f : U — C e un isomorfismo analitico
locale in un punto zy € U se esiste un intorno aperto Uy C U di z, tale che la
restrizione di f ad Uy sia un isomorfismo analitico. Diremo f un isomorfismo
analitico locale se ¢ un isomorfismo analitico locale in ogni punto z € U.

Ovviamente ogni isomorfismo analitico € anche un isomorfismo analitico
locale. Dalle definizioni segue inoltre che un isomorfismo analitico locale e
un’applicazione aperta.

Dimostriamo un importante risultato preliminare su cui baseremo le nos-
tre considerazioni successive.

Proposizione 1.9.1 Sia f(z) una serie di potenze tale che o(f) = 1. Allora
esiste un’unica serie di potenze g(z) tale che o(g) =1 e f(g(z)) = z, e la
serie g(z) soddisfa anche Uidentita g(f(z)) = z. Se f ¢é convergente allora
anche g é convergente. La serie g(z) si dice inversa formale di f.

Dim. Per ipotesi possiamo supporre che la serie f sia della forma:

f(2) =aiz =Y a2

k>2

con a; # 0. Dobbiamo trovare una serie di potenze g(z) = Y bp2" tale
che by #0 e

a19(2) — azg(2)* — azg(2)’ — -~ = z
Qust’uguaglianza corrisponde ad infinite equazioni nei coefficienti incogniti
by, by, ... ottenute eguagliando tra loro i coefficienti delle serie a primo e

secondo membro. Queste equazioni sono della forma:
a1b1 =1

aiby, — Pi(ag, ..., a5, by, ... bp—1) =0 k>2

dove Py ¢ un polinomio a coefficienti interi positivi. Poiché a; # 0 se ne
deduce immediatamente che queste equazioni possono essere risolte indutti-
vamente, individuando univocamente i coefficienti b;. Quindi la serie g(z)
esiste ed ¢ unica.

Dimostriamo che ¢g(f(z)) = z. Applicando la stessa dimostrazione a g
deduciamo che esiste una serie di potenze h(z) tale che o(h) = 1 e g(h(z)) = z.
Ma allora si ha:
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come si voleva.

Supponiamo ora che f sia convergente. Salvo moltiplicare f per a;' se
necessario, possiamo supporre che a; = 1. Quest’ipotesi non e restrittiva,
perché, dimostrata la convergenza della serie g costruita per a;'f, seguira
quella della serie costruita per f.

Infatti, se a; # 0,1 allora sostituendo z = a; 'w poniano:

fw) = fa7'w) = w =3~ @t
k>2

Sia g(w) l'inversa formale di f(w). Se questa ¢ convergente allora anche la
serie g(2) = a;'§(z) lo &, e questa & proprio l'inversa formale di f(z) perché
abbiamo:

F(9(2)) = flar'g(2)) = [(3(2)) = =

Supponiamo dunque che a; = 1. Sia

ff(z)=2=> ai*

k>2

una serie di potenze con aj reale > 0 e tale che |ax| < af per ogni k. Sia
@(2) = Yps1 2" Vinversa formale di f*(z).
Sihaci=1e

* *
cx — Pylas, ... a5, ¢1,...,¢c-1) =0

con gli stessi polinomi P, di prima. Per induzione segue allora che ogni ¢ e
reale > 0, e che
|br| < cx

Per concludere sara quindi sufficiente scegliere la serie f* in modo che ¢(2)
abbia raggio di convergenza positivo. Poiché esiste A > 0 tale che

|(lk| S Ak
per ogni k£ > 2, poniamo:
A?2?
* - . Ak kE_ ., _
ff(z)== ;;;2 A

La serie ¢(z) soddisfa f*(¢(2)) = z, cioe:
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che ¢ equivalente all’identita quadratica:
(A% + A)p(2)* = (1+ Az)p(z) +2 =0
In altre parole ¢(z) & una soluzione in C[[z]] dell’equazione:
(A2+AX?-—(14+A2)X +2=0

Le soluzioni di quest’equazione sono:

(1+Az) £ \/(1 + Az)? —4z(A%2 + A)

p(z) = AT+ A) (1.8)

purché il secondo membro abbia significato in C[[z]]. L’espressione sotto
radice ¢ della forma:

(1+ Az)2 <1 — 42(’424_‘4))

(14 Az)?
La funzione
4z(A* + A)
(14 Az)?
¢ somma di una serie di potenze della forma 1 + h(z) con o(h) > 1. Sos-
tituendo h(z) nella serie binomiale B 1 (z) otteniamo una serie B 1 (h(z)) con-

vergente ad (1 + h(z))z. Sostituendo otteniamo cosi’ le espressioni (1.8) di
©(z) sotto forma di composizione di serie convergenti, e pertanto convergenti.
Una delle due e necessariamente 'inversa formale di f*. Cio dimostra che
anche la serie g(z) ¢ convergente. O

Esercizio. Verificare che 'inversa formale di w = e* — 1 & la serie

Z(—l)k_I?

k>1

la quale ha raggio di convergenza 1. La sua somma e una determinazione di
log(w+1) nel disco D(1,1). Notare che invece e*—1 ha raggio di convergenza
00.

Corollario 1.9.2 Sia f una funzione analitica in un aperto U C C e sia
20 € U. Allora f € un isomorfismo analitico locale in zy se e solo se f'(z) #
0.
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Dim. La condizione f’(zp) # 0 & ovviamente necessaria affinché f sia un
isomorfismo analitico locale in zy. Dimostriamo che essa ¢ anche sufficiente.

Supponiamo dapprima che zp = 0 e f(0) = 0. Quindi f & analitica in
un intorno di 0, e cio significa che f puo essere rappresentata come somma
di una serie di potenze convergenti in 0, e quindi possiamo pensare f come
definita nel suo disco aperto di convergenza f : D — C. Sia g l'inversa
formale di f e sia V) un disco aperto centrato in 0 e contenuto nel disco di
convergenza di g e tale che g(Vy) C D; Vj esiste perché g & continua. Sia
Uo = f1(Vp), e sia

Jo: Uy — Vo

la restrizione di f a Up. Si osservi che g(Vp) C Uy perché per ogni w € V; si
ha f(g(w)) = w. Pertanto la restrizione gy di g a Vj definisce un’applicazione
analitica go : Vo — Up tale che fy(go(w)) = w per ogni w € V. D’altra parte
per come ¢ stata definita fy si ha anche go(fo(z)) = z per ogni z € Uy, e
quindi fy e gg sono isomorfismi analitici inversi uno dell’altro; cio conclude
la dimostrazione nel caso zp = 0 e f(z) = 0.

Il caso generale si riduce a quello precedente per traslazione. Precisa-
mente, per una f arbitraria tale che f(z) = Ypsoax(z — 2)¥, si ponga
w=2z— 2, €

F(w) = f(w+ 20) — f(20) = Z apw”

k>1
Pertanto:
f(z) = F(z — z0) + f(20)
Allora per quanto dimostrato nella prima parte F' possiede un’inversa locale
G. Poniamo wy = f(z), e sia

g(w) = G(w —wp) + 2o
Allora ¢ ¢ un’inversa locale per f. Infatti:
flg(w)) = F(g(w) — 20) + f(20) = F(G(w —wo) + 20 — 20) + f(20) =

:w—w0+f(zo):w

e viceversa:
g(f(2)) = G(f(2) —wo) +20 = G(F(2—20)+ f(20) —wo) +20 = 2—20+20 = 2

e cio conclude la dimostrazione. &
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Esempio 1.9.3 Dal Corollario 1.9.2 segue che la funzione esponenziale ¢ un
isomorfismo analitico locale, essendo (e*)’ = e* # 0 per ogni z € C. Pertanto
ogni wy # 0 possiede un intorno aperto su cui ¢ definita una determinazione
analitica di log(w) avente come valore in wy una qualsiasi preassegnata de-
terminazione di log(wg). Cid implica facilmente che e : C — C* & un
rivestimento, ed ¢ il rivestimento universale di C*.

Esempio 1.9.4 La funzione f(z) = 1/z ¢ analitica in C* = C\{0} ma
non possiede una primitiva in C*. Sia infatti g(z) una sua primitiva locale
definita in un intorno D C C* di un punto zy € C*; si abbia cioe ¢'(z) = 1/z
per z € D. Se D e sufficientemente piccolo € anche ben definita in D una
determinazione analitica ¢(z) del logaritmo di z, cioe si ha:

z=e"?), zeD

Segue che
1 =0 (2) = 20(2) z€D

e quindi anche /(z) € una primitiva di 1/z in D. Pertanto esiste una costante
c € C tale che g(z) = ¢(z) + ¢. Dunque, se esistesse una primitiva g(z)
di f(2) in tutto C* allora esisterebbe una costante C' tale che g(z) + C' sia
una determinazione del logaritmo di z analitica in tutto C*: cio ¢ palese-
mente impossibile, perché non pud nemmeno esisterne una continua. Per
convincersene ¢ sufficiente considerare la variazione continua di una qualsiasi
determinazione di log(z) quando z percorre la circonferenza unitaria.

Il risultato che segue descrive una proprieta geometrica fondamentale delle
funzioni analitiche.

Teorema 1.9.5 (dell’applicazione aperta) Sia U C C un aperto con-
nesso e f : U — C una funzione analitica. Se f non e costante allora [ é
un’applicazione aperta.

Dim. Poiché f non e costante la sua derivata f’(z) si annulla al piu su
un sottoinsieme discreto S C U. Per il Corollario 1.9.2, la restrizione di f ad
U\S & un isomorfismo analitico locale e quindi ¢ aperta. Ci resta da verificare
che f e aperta anche nei punti di S.

Sia a € S; non e restrittivo supporre che f(a) = 0. Allora r := 0,(f) > 2.
Si ha pertanto:

f(z)zZak(z—a)k, (17«7&0

k>r
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in un disco aperto D centrato in a. Si ha:

07" Y arenlz = )t = 14 h(2)

k>0

dove h(z) € analitica in D e soddisfa h(z) = 0, cioe o,(h) > 1. Sia b € C tale
che b" = a,. Allora possiamo scrivere:

f(z) =(z—a) 2k>0 ark(z — a)k
= a,(z — )" (1 + h(2))
= [b(z — a)]"(1 + h(2))

Poiché o,(h) > 1 la serie composta By/-(h(z)) ¢ ben definita e ha raggio di
convergenza positivo; la funzione somma della serie soddisfa By, (h(2))" =
1+ h(z). Pertanto possiamo riscrivere la funzione f(z) nella forma seguente:

f(2) = [b(z = a) By (h(2))]"

Quest’uguaglianza esprime la funzione f(z) come la composizione della fun-
zione

2 bz — a)Byye (h(2))

con la funzione w — w". Siosservi che By ,.(h(a))" = 1 e quindi By, (h(a)) #
0. Pertanto

0alb(z — @) Buyo (h(2))] = 0a(b(z — @)) + 0a[Byyp(h(2))] = 1 +0 = 1

e quindi b(z — a)By,-(h(2)) € un isomorfismo analitico locale in a, in parti-
colare ¢ aperta in a. Inoltre e elementare verificare che la funzione w — w”
e aperta. In conclusione f(z) & aperta in a. &

Osservazione 1.9.6 Dalla dimostrazione del teorema 1.9.5 segue che nell’intorno
di un punto a € U in cui f’'(a) = 0 l'applicazione f ¢ la composizione di un
isomorfismo analitico locale con I'applicazione w — w”, dove r = o,(f— f(a)).

Concludiamo questo paragrafo con un teorema che fornisce un criterio
affinché una funzione analitica sia un isomorfismo analitico.
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Teorema 1.9.7 Sia f analitica su un insieme aperto U C C, e supponiamo
che f sia iniettiva. Allora f € un isomorfismo analitico e f'(z) # 0 per ogni
zeU.

Proof. Poiché e iniettiva, f ¢ non costante su ogni componente connessa
di U. Quindi la sua immagine V' = f(U) ¢ aperta. Denotiamo con g : V' — U
la sua inversa. Sia a € U. In un intorno di a la funzione f ha uno sviluppo
in serie della forma:

f(z)=fla)+ > ar(z—a)*,  a, #0

k>r

Poiché f & iniettiva, dev’essere necessariamente r = 1 per 'osservazione 1.9.6,
perché I'applicazione w +— w" & iniettiva se e solo se r = 1. Quindi f’(a) # 0
e dal Corollario 1.9.2 segue che g € analitica in f(a). O

1.10 Il principio del massimo modulo

Come applicazione del teorema dell’applicazione aperta abbiamo il seguente
importante risultato.

Teorema 1.10.1 (Principio del massimo modulo) Sia U C C un aperto
connesso e f : U — C una funzione analitica. Se esiste un punto zg € U
tale che la funzione |f| : U — R abbia un massimo locale in zy allora f e
costante.

Dim. Sia
f(2) =ao+ > ar(z — z)"
k>1
lo sviluppo in serie di f(z) in zy. Se f non é costante allora ¢ aperta in 2
e quindi la sua immagine contiene un disco di centro ag = f(zp). Quindi, al
variare di z in un intorno di 2y, I'insieme di numeri reali |f(z)| contiene un
intervallo aperto contenente |ag| = | f(z0)|, e quindi | f(20)| non puo essere un
massimo locale per |f]. &

Corollario 1.10.2 Sia U C C un aperto connesso e f : U — C una fun-
zione analitica. Se esiste un punto zg € U tale che la funzione R(f) abbia
un massimo locale in zy, allora f é costante.
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Dim. La funzione ef/*) & analitica in U e soddisfa

/)] = RUE)

Pertanto se zy € un massimo locale per R(f), € anche un massimo locale per
lef)| e quindi /) & costante, per il Teorema 1.10.1. Da cio segue che f(2)
e costante. &

Diamo una importante applicazione del Teorema 1.10.1:

Teorema 1.10.3 (Teorema fondamentale dell’algebra) Sia

f(2) =ag+aiz+ -+ agz*

un polinomio non costante a coefficienti complessi. Allora f possiede almeno
una radice, cioé esiste zo tale che f(zy) = 0.

Dim. Possiamo supporre ay # 0. Per assurdo supponiamo che f(z) # 0
per ogni z € C. Scriviamo:

a( o a1z
z) =aq2" | — +-~-+1)
/() ¢ <adzd aqgz®
Da questa espressione deduciamo che
1
lim =0
|z]—o0 f(Z)
Pertanto, fissato ¢ € C, esiste un numero reale R > 0 tale che
1 1
< (1.9)
1f()] 1 f(e)]
per ogni z tale |z| > R. Non ¢ restrittivo supporre che si abbia anche |¢| < R.
Sia K il disco chiuso di centro 0 e raggio R. Poiché la funzione - & continua

17 (=)
in K, che e chiuso e limitato, essa possiede un massimo in un punto w € K.

Per la (1.9) il punto w non puo essere sulla frontiera di K. Quindi w e
interno a K. Dal principio del massimo modulo si deduce che ﬁ ¢ costante,

e quindi che f(z) ¢ costante, una contraddizione. O

Un’altra applicazione del Teorema 1.10.1 ¢ la seguente.
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Teorema 1.10.4 Sia D = D(0,1) il disco aperto unitario, f : D — D una
funzione analitica tale che f(0) = 0. Allora

[f(2)] < Iz
per ogni z € D.

Dim. Poiché f(0) = 0 la funzione g(z) = f(z)/# ¢ analitica in D. Fissato
0+# 2z € D, epostor = |z, si ha

l9(2)] = <

e quindi, per il principio del massimo modulo, si ha anche |g({)| < 1/r se
|| < r. Facendo tendere r = |z| — 1 si ottiene la tesi. &

ESERCIZI
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CHAPTER 1.

FUNZIONI ANALITICHE



Chapter 2

Integrazione complessa

2.1 Curve e archi

Sia [a,b] un intervallo chiuso e limitato di R. Una curva differenziabile a
valori complessi, o semplicemente una curva, € un’applicazione

v la,b] — C
di classe C, cioe tale che, posto y(t) = 71 (t) + iy2(t), le funzioni
Y1, Y2 - [CL, b] — R

siano di classe C'. T punti v(a),y(b) € C si dicono gli estremi, e rispettiva-
mente punto iniziale e punto finale, di v; diremo che v ¢ un arco congiungente
v(a) a y(b). Diremo che 7 € una curva chiusa se y(a) = 7(b), cioeé se il punto
iniziale e il punto finale coincidono. Se U C C ¢ un aperto, diremo che
¢ contenuta in U se la sua immagine e contenuta in U. Scriveremo anche
v : la,b] — U. Con abuso di linguaggio, chiameremo punti di v i punti di
7(la, 0]).

Se ¢ : [¢,d] — [a,b] & un’applicazione differenziabile tale che ¢(c) = a,
o(d) =be ¢'(t) > 0 per ogni t € [c,d], la composizione

vyog:[e,d — C

si dice una riparametrizzazione di 7.
Nel seguito considereremo anche applicazioni continue

F:la,b) - C

49
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non necessariamente differenziabili. Una funzione F' siffatta verra talvolta
chiamata una curva continua. La definizione di riparametrizzazione si es-
tende senza cambiamenti alle curve continue.

Lemma 2.1.1 Se F': [a,b] — C ¢ una curva (o una curva continua), per
ogni intervallo chiuso e limitato [c,d] esiste una riparametrizzazione di F

definita in [c, d].
Dim. E sufficiente osservare che ¢ : [¢, d] — [a, b] definita da:

_b—at+ad—bc
Cd—c d—c

o(t)

definisce la riparametrizzazione. &

La derivata di una curva y in t € [a,b] & /() = 7, (t) +iv4(t). La velocita
diyinte [ (¢)]
L’opposta di una curva v : [a,b] — C ¢ la curva

v~ :a,b] — C

definita da
7 () =(a+b—1)
Gli estremi di 7~ coincidono con gli estremi di 7, ma il punto iniziale a finale

sono scambiati tra loro.
Un arco, o cammino, € una successione finita

v = {7(1),.”’7@)}

di curve tale che il punto finale di 4% coincida con il punto iniziale di
per ogni i = 1,...,n — 1. Il punto iniziale di ¥V & detto punto iniziale di
7, mentre il punto finale di 4™ & detto punto finale di v. L’arco v si dice
chiuso se il punto iniziale e il punto finale coincidono.

L’arco opposto di v = {y(, ..., v™} &

i+1)

v ="y
Se le curve ¥V, ... 4™ che compongono un dato arco v sono definite negli
intervalli [by, c1], ..., [bn, ¢,] rispettivamente, allora possiamo assegnare a pi-

acere un intervallo [a, b] ed una sua partizione

a=aq<a;<---<a,=2»b
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e, utilizzando il Lemma 2.1.1, riparametrizzare v, ..., 4™ in modo che i
nuovi intervalli di definizione siano [ag, a1], .. ., [a,—1, a,]. In tal modo ~y sara
identificato ad una curva continua

v : la,b] — C

di classe C* al di fuori eventualmente dei punti a;. Viceversa, ¢ ovvio che se
si assegna una curva continua che sia di classe C* al di fuori di un numero
finito di punti dell’intervallo di definizione, essa definisce un arco. Pertanto
un arco puo anche essere definito in questo modo. Nel seguito utilizzeremo
indifferentemente una o l'altra delle due definizioni di arco.

Esempio 2.1.2 Se zp, z; € C sono due numeri complessi distinti, il segmento
di estremi zg, 21 € la curva

[20,21] : [0,1] — C

definita da [zo, 21](t) = 20+ (21 — 20)t. Sinoti che [z, z1] € ben definito anche

se zg = z1. Se zp,21,...,2, sono numeri complessi allora la poligonale di
vertici zg, 21,..., 2, € l'arco

{[207 Zl]) ceey [Zn—17 Zn]}
che si denotera semplicemente con il simbolo [z, 21, . . ., 2]

Se zp € Ce R > 0, la circonferenza di centro zy e raggio R e la curva
Cgr:[0,27] - C

definita da
Cr(#) = Re" = Rcos(#) + iRsin(h)

Per comodita del lettore richiamiamo il seguente elementare risultato:
Proposizione 2.1.3 Sia S C C un sottoinsieme. L’applicazione
p:C\S—R

definita da
p(z) = inf{|z —p[: p € 5}

¢ continua. p é chiamata funzione distanza da S.
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Dim. Sara sufficiente dimostrare che, per ogni z,w € C\S, si ha:

p(2) = p(w)| < |z — w]
Dato z € C\S e € > 0, per definizione di p esiste p € S tale che |z — p| <
p(z) + €. Quindi:
jw—p| < |w—z]+[z—p| < w—2z]+p(z) +€
e quindi
plw) < |w—p| <|w—2z[+p(z) +€
cioe p(w) — p(z) < |w—z|+ €. Poiché € ¢ arbitrariamente piccolo, cio implica
la disuguaglianza da dimostrare. &
Nel seguito utilizzeremo il seguente lemma.

Lemma 2.1.4 Sia U C C un aperto, F : [a,b] — U una curva continua.
Allora esiste una suddivisione

a=ay<---<a,=»b

dell’intervallo [a,b] ed una successione finita di dischi aperti {Dy,...,Dy_1}
contenuti in U e tali che

F([&i,ai+1])CDi, z:O,,n—l

Dim. Poniamo ¢(t) = p(F'(t)), dove p ¢ la funzione distanza da C\U. Per
la Proposizione 2.1.3 la funzione

¢:la,b) = R

definita da ¢(t) = p(F(t)), € continua, e quindi ammette minimo perché [a, b|
e compatto. Sia

r:=min{o(t)}

[a.,b]
Essendo U aperto, » > 0. Poiché F' e uniformemente continua, esiste 6 > 0
tale che per ogni t, s € [a,b] tali che |s —t| < 0, si abbia

r
F(s) - F(O)] < |

Consideriamo una partizione a = ag < +-- < a,, = b di [a, b] tale a;41 —a; <9

per ogni i = 0,...,n — 1, e sia D; il disco aperto di centro F'(a;) e raggio

r. Allora dalla costruzione segue che la partizione scelta e {Dy, ..., Dy_1}

hanno le proprieta richieste. &

Introduciamo la seguente definizione.
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Definizione 2.1.5 Sia U C C un aperto. Due archi v,n : [a,b] — U si
diranno vicini se esiste una partizione

a=ay<---<a,=2b

dell’intervallo [a,b] ed una successione finita di dischi aperti {Dy,..., D, 1}
contenuti in U tali che

Y([ai; aiv1]) C Di e n([as, ai1]) C D;
peri=20,...,n—1.

Nel calcolare un integrale complesso risulta spesso utile sostituire un arco
di integrazione con un altro ad esso vicino. Tale sostituzione puo talvolta
venire iterata, mediante un procedimento di deformazione continua dell’arco,
che viene chiamato “omotopia”.

Definizione 2.1.6 Siano F, G due curve continue, che non é restrittivo sup-
porre definite sullo stesso intervallo |a,b], contenute in un aperto U C C.
Una omotopia tra F' e G ¢ un’applicazione continua:

¥ la,b] X [e,d] = U
per qualche intervallo [c,d], tale che

Pt e) =F(t),  (t,d)=G(t)

per ogni t € [a,b]. Se F' e G hanno stesso punto iniziale zy e stesso punto
finale z1, diremo che 1 lascia fissi gli estremi se inoltre si ha:

w(a7 S) = 20, w(ba S) =z
per ogni s € [c,d].

Dalla definizione segue che se 1) ¢ un’omotopia tra F' e G allora per ogni
s € [c,d]
Vst a, 0] = U

definita da v¥4(t) = 9 (t, s), € una curva continua e ¢, = F, ¢y = G. Quindi
un’omotopia definisce una famiglia di curve continue che realizzano una de-
formazione continua di F'in G. Se F' e G hanno gli stessi estremi, le diremo
omotope se esiste un’omotopia tra F' e G che lascia fissi gli estremi. Se F' e
G sono curve continue chiuse, le diremo omotope se esiste un’omotopia 1 tra
F e G tale che 1) sia una curva continua chiusa per ogni s € [c, d].
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Esempio 2.1.7 Un sottoinsieme S C C si dice convesso se, per ogni zg, 21 €
S, il segmento [z, z1] & contenuto in S. E facile verificare che un insieme
convesso e connesso. Ovviamente C & convesso.

Due qualsiasi curve continue 7,7 : [a,b] — U contenute in un aperto
convesso U sono omotope. Infatti ponendo:

Pt s) = (1= s)y(t) + sn(t)

si definisce un’omotopia 1 : [a,b] X [0,1] — U tra v e n. Se v e n hanno gli
stessi estremi allora v fissa gli estremi; Se v e 17 sono chiuse anche ¢, € chiusa
per ogni s € [0, 1].

Esempio 2.1.8 Un sottoinsieme S C C si dice convesso rispetto ad un suo
punto w € S se per ogni z € S il segmento [z, w] & contenuto in S.

Se U C C e un aperto convesso rispetto ad un suo punto w allora due
qualsiasi curve continue 7,7 : [a,b] — U sono omotope. Un’omotopia ¢ data

da:
(1 —2s)v(t) + 2sw S

Yt s) = {2(1 —s)w+2 (s — %) n(t) se

Se v e n hanno gli stessi estremi allora ¢ fissa gli estremi; Se v e 1 sono chiuse
anche 1, & chiusa per ogni s € [0, 1].

Esempio 2.1.9 Siaw € C, v(t) = w+ Re®, 0 < t < 2m, la circonferenza di
centro w e raggio R > 0. Sia 2z un punto interno alla circonferenza, ed r > 0
tale che |29 — w| +7 < R. Sia n(t) = 29 + re', 0 < t < 2m, la circonferenza
di centro zy e raggio r. Allora v ed 1 sono omotope.

Un’omotopia e data da:

S PO (00 Rt N BRI
o) = s s+ r 292 1t

Attraverso un’omotopia ¢ possibile costruire successioni di archi vicini,
utilizzando il seguente lemma:

Lemma 2.1.10 Sia ) : [a,b]x[c,d] — U un’omotopia tra due curve continue
F.G. Allora esistono partizioni

a=ayg<---<a,=H>, c=¢c < - <¢cp=d
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tali che per ogni i =10,...,n—1, j=0,...,m — 1, posto
Rij = [ai, aiy1] X [¢j, ¢jii]

Uimmagine ¢Y(R;;) sia contenuta in un disco aperto D;j contenuto in U. In
particolare, se s,s' € [c;,cj11] per qualche j, allora gli archi g e ¢y sono
VICITL.

Dim. L’ultima affermazione € un’immediata conseguenza della prima. Di-
mostriamo la prima asserzione. Sia p la funzione distanza da C\U. Ponendo
o(t,s) = p(y(t,s)) otteniamo un’applicazione

¢:la,b] X [c,d] = R

che ¢ continua per la Proposizione 2.1.3. Per la compattezza essa ammette un
minimo 7, che e positivo perché U ¢ aperto. D’altra parte, la compattezza
implica che ¢ ¢ uniformemente continua. Pertanto esiste § > 0 tale che
[Y(t,s) — (', s')| < r/2se|t—t] <dels—s| <. suddividiamo gli
intervalli [a, b] e [c,d] in sottointervalli di diametro minore di §:

a=ayg<---<a,=>b, c=c<- - <cCp=d
Per costruzione, per ogni¢ =0,...,n—1, 7 =0,...,m — 1, il disco D;; di
centro ¢(a;.cj) e raggio r € contenuto in U e contiene ¢ (R;;). &

Introduciamo una importante classe di insiemi aperti.

Definizione 2.1.11 Un aperto U C C si dice semplicemente connesso se ¢
connesso e se ogni curva continua chiusa contenuta in U e omotopa ad una
curva costante.

Esempio 2.1.12 Segue dagli esempi 2.1.7 e 2.1.8 che sono semplicemente
connessi gli aperti convessi e, piu in generale, gli aperti convessi rispetto ad
un loro punto. In particolare sono semplicemente connessi:

(i) un disco aperto;
(ii) un semipiano aperto;

(iii) il complementare di una semiretta chiusa.
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2.2 Integrazione lungo archi
Siano a,b € R, a < b, e sia I : [a,b] — C una funzione continua data da:
F(t) = u(t) + iv(t)

Definiamo [’integrale indefinito di F' come

/ F(t)dt = / w(t)dt + i / o(t)dt

e definiamo [’integrale (definito) di F' su [a,b] come:
b

/abF(t)dtZ/bu(t)dtH/ o(t)dt

a a

In altre parole la definizione di integrale (definito o indefinito) ¢ data ap-
plicando alle funzioni u(t) e v(t) le corrispondenti definizioni dell’analisi di
variabile reale. Pertanto dal teorema fondamentale del calcolo discende che
la funzione

t»—>/atF(s)ds

e differenziabile, e che la sua derivata e la funzione F'(t).
Se 7y : [a,b] — C & una curva, definiamo la lunghezza di vy come

1) = [ 1)l

cioe come l'integrale della sua velocita.
Se f : U — C ¢ una funzione continua su un aperto U C C e se 7 :
la,b] — U € una curva, definiamo [’integrale di f esteso a v come

[ 1= [ 1@z= [ oy

Se v = {7W,...,4™} & un arco in U allora lintegrale di f esteso a 7y &

definito come: .
/ = Z (i) f
Y

=177

Lemma 2.2.1
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(i) Se F :[a,b] — C ¢ una funzione continua allora

/:F(t)dt < /ab \F(t)] dt

(ii) Se f:U — C ¢é una funzione continua su un aperto U C C, 7 : [a,b] —
U & una curva, en: [c,d] — U una sua riparametrizzazione, allora:

/Wf(z)dz:/nf(z)dz
(iii) Se f ey sono come in (ii), allora:

’/7 f(2)dz

< [ L)

dove
/11y == max{[f(~(¢)[}

tela,b]

(iv) Se f e~ sono come in (ii), allora
/7 f(z)dz = —Af(z)dz

Dim. (i) Per ogni partizione a = ay < a; < --- < a, = b di [a,b] abbiamo
la disuguaglianza

Z Fla) (s — ap)| < Z IF (o)) (g1 — ax)

Passando al limite la disuguaglianza si conserva e si ottiene la conclusione.
(i) Supponiamo che la riparametrizzazione sia della forma n(t) = v(¢(t))
dove

¢ le,d] — [a, 0]

Allora:
Sy F(2)dz = [ f(n(e)n'(t)dt

= [ Fn)Y ()¢ (t)dt
= 7 F(v(8) (s)ds
e
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(iii) Segue dalla (i) e dalla disuguaglianza

[ sl <ifil, [ bl

(iv) e lasciata come esercizio. <&

Avremo anche bisogno del seguente lemma:

Lemma 2.2.2 Sia {f,} una successione di funzioni continue su un aperto
U C C, che converge uniformemente ad una funzione f. Sia v un arco in

A
U. Allora lign/v . fy ;

Se >, fn € una serie di funzioni continue in U che converge uniformemente

i U, allora
[£r-x]s

Dim. La prima affermazione segue immediatamente dalla disuguaglianza:

[ g~ [ 1] < [ 15 11 < swpdifu = F}LG)

La seconda asserzione segue dalla prima applicata alla successione delle somme
parziali della serie. &

Esempio 2.2.3 Sia f(z) = 1/z. Allora, per ogni R > 0 si ha:
/ — z-/ —Rzewde—z/ df = 2mi
Cr 2 Re®
Sia ora f(z) = z. Allora:
21 . . 27
[ zaz= [ Re-"Ricds = B [~ do = 2mi®
Cr 0 0

Ricordiamo che, se f : U — C ¢ una funzione continua definita su un
aperto U C C, una primitiva per f ¢ una funzione olomorfa g : U — C tale

che ¢'(z) = f(2) in U.

Teorema 2.2.4 Sia f : U — C una funzione continua definita su un aperto
UccC.
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(i) Se f ha una primitiva g in U allora, per ogni zo,z1 € U e per ogni arco
v in U congiungente 2y a 21 si ha

A F(2)dz = g(=1) — g(z0)

In particolare quest’integrale non dipende dal particolare arco congiun-
gente 2y a z, utilizzato per calcolarlo.

(ii) Se U é connesso vale anche il viceversa. Cioé, se per ogni zg,z1 € U
["integrale

Af(z)dz

ha lo stesso wvalore qualsiasi sia l’arco v contenuto in U congiungente
20 a 21, allora f possiede una primitiva in U.

Dim. (i) Supponiamo dapprima che « sia una curva. Allora si ha:

L f()dz = J3 g/ (7)Y (t)t

= [P dg(y(t))dt

=9(7(b)) — g(7(a))
Se vy = {yM,...,7™} & un arco in U tale che gli estremi di v(!),... ~

siano rispettivamente {zp, w1 }, ..., {w;—1,w;},...,{w,_1, 21} allora si ha, per
la prima parte della dimostrazione:

S f(2)dz =30, [ f(2)dz
= (g(w1) = g(20)) + (g(w2) — g(w1)) + -+ + (g(21) — g(wn_1))
= g(21) — g(20)

(ii) Fissiamo un punto 2y € U e definiamo:

9(z) = / F(O)dc
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dove 7 € un qualsiasi arco in U congiungente zg a z. Per ipotesi quest’integrale
¢ indipendente da v e pertanto puo essere denotato

G

Poiché U & connesso g(z) € ben definita per ogni z € U. Per ogni z € U e
per ogni h € C tale che z + h € U abbiamo:

aleth=a@) A Tpzth £()dg — 2 £(C)dC]
= [ A€+ 7 5] &
— L= £(C)dC

Poiché U ¢ aperto, quando |h| € sufficientemente piccolo il segmento congiun-
gente z a z+h & contenuto in U e quindi I'ultimo integrale in (2.1) puo essere
calcolato su tale segmento. Scriviamo:

F(Q) = f(z) +#(C)

dove ¢ € una funzione continua su U tale che lim._,, ¢(¢) = 0. Allora si ha:
% f[z,z—i—h] f(C)d< - % f[z,z-{—h] f(Z>d€ + % f[z,z—&—h] (P(C)dC
= f(2) + 5 Jizo 2(C)dC

Sostituendo in(2.1) otteniamo:

g(z+h) —g(2)

=98 o) < o

= [nl

1

.y 90| < lalmexieo
[2,2+h] |h|
dove il max ¢ calcolato sul segmento [z, z + h]. Poiché

Jim max{|o(¢)]} = 0

la conclusione segue. &

E immediato verificare che il Teorema 2.2.4 & equivalente al seguente:

Teorema 2.2.5 Sia f : U — C una funzione continua definita su un aperto
UccC.
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(i) Se f ha una primitiva in U allora per ogni arco chiuso vy contenuto in U
st ha
/ f(z)dz=0
”
(ii) Se U ¢ connesso e se per ogni arco chiuso v contenuto in U si ha
/ f(z)dz=0
.

allora f possiede una primitiva in U.

Zn+1

Esempio 2.2.6 Per ogni n > 0 la funzione 2" possiede la primitiva 2— in
C. Se n < —2 la funzione 2" possiede la primitiva ’i:::ll in C\{0}. Pertanto

si ha

/z"dz _ 0{ se n > 0 per ogni v chiuso
v B se n < —2 per ogni vy chiuso non contenente 0

I n particolare deduciamo che, se P(z) ¢ un polinomio, allora

/ P(z)dz=0

per ogni arco chiuso v in C.
D’altra parte, dall’esempio (2.2.3) e dal Teorema 2.2.5 segue che la fun-

zione z~! non possiede una primitiva in C\{0}.

Esempio 2.2.7 Se Y50 ax(z — a)® & una serie di potenze convergente in
un disco D di centro a, allora la sua somma ¢ una funzione analitica f(z)
che possiede primitiva in D, data dalla somma della serie >, kaT’jlzk“ (cfr.
Proposizione 1.5.8). Segue dal Teorema 2.2.5 che [, f(2)dz = 0 per ogni arco

chiuso v contenuto in U.

2.3 1l teorema di Goursat

Il teorema di Goursat, che dimostreremo in questo paragrafo, da informazioni
sull'integrazione di funzioni olomorfe in un caso molto particolare. Cio nonos-
tante esso e indispensabile per la dimostrazione del teorema di Cauchy, che
daremo successivamente.
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Teorema 2.3.1 Sia R un rettangolo in C e sia f(2) una funzione olomorfa
in un aperto contenente R. Allora

/(‘)Rf(z)dz =0

dove OR denota l'arco costituito dai quattro lati del perimetro di R percorso
i verso antiorario.

Dim. Suddividiamo il rettangolo R in quattro rettangoli uguali, Ry, ..., Ry,
bisecandone i lati. Otteniamo:

/8R f(z)dz = Z-z:/a&- f(z)dz=

e pertanto

‘ 8Rf(z)dz giz: /81%,- f(z)d=

Da questa disuguaglianza segue che per almeno uno dei quattro rettangoli
Ri,..., Ry, chiamiamolo R, si ha

’/aRf(z)dz <4 ’/BRU) f(z)dz‘

Ora ragioniamo nello stesso modo sul rettangolo R, suddividendolo a sua
volta in quattro rettangoli uguali. Deduciamo che per uno di essi, chiami-
amolo R si ha:

‘/{)R(l) f(z)dz =4 ‘/SR(Q) f(z)dZ’

e quindi:
< 42

/6Rf(z)dz /8R(2) f(2)dz

Procedendo in questo modo otteniamo una successione di rettangoli
RV S R 5RO 5

tali che:
<4"

/BRf(z)dz /{)R(m f(2)dz

per ogni n.
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Denotiamo con ¢, il centro di R™. La successione {c,} & di Cauchy.
Infatti, dato € > 0, sia N tale che il diametro di R®Y) sia minore di €. Se
n,m > N allora ¢, e ¢, stanno in R™) e quindi

|cn — em| < €

Sia 2y = lim, oo ¢,. Allora zy € R™ per ogni n perché R™ & chiuso: ne
segue che
2o € m R(n)

Ma poiché il diametro degli R™ tende a 0 la loro intersezione non pud con-
tenere pitt di un punto. Quindi

{z} =N R™
Consideriamo un disco V' di centro z; tale che per ogni z € V si abbia:

f(2) = f(z0) + ['(20) (2 — 20) + (2 — 20)(2)

dove h(z) ¢ una funzione continua in V' e tale che lim,_,., h(z) = 0. Abbiamo
, per tutti gli n >0, R™ C V e quindi:

Jorm f(2)dz = f(20) Jopem dz + f'(20) [yrm (2 — 20)dz

+ [orm (2 — 20)h(2)dz

Dall’esempio 2.2.6 segue che i primi due integrali a secondo membro sono
nulli e quindi:

/83(n) fz)dz = 8R(n)<z — 2p)h(2)dz

Denotiamo con Ly la lunghezza di OR, e con L,, quella di 9R™. Allora si ha
L, = 2L, cosicché per ogni n:

LO = QnLn
Pertanto, tenuto conto di (2.2), abbiamo:
[Jor f(2)dz] < 4™ | [opon f(2)dz]

<A™ fopon (2 — 20)h(2)dz < 4755 Lo maxgen {|2 — 20l|h(2) [}

< 2" Ly diam(R™) max o {|h(2)[}
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Ma poiché diam(R™) = Ldiam(R) otteniamo

/aRf(z)dz

Il secondo membro tende a 0 quando n — o0, e quindi il teorema & di-
mostrato. <&

< Lo diam(R) IIT%IE}LX{W( z)|}

Osservazione 2.3.2 Il teorema di Goursat sussiste anche se al posto di un
rettangolo si considera un triangolo. La dimostrazione ¢ identica.

Il teorema di Goursat ha la seguente notevole conseguenza:

Teorema 2.3.3 Sia D un disco aperto e sia f(z) olomorfa in D. Allora
f(2) ha una primitiva in D, e lintegrale di f su un qualsiasi arco chiuso
contenuto in D é 0.

Dim. Sia zj il centro di D. Definiamo

dove l'integrale ¢ esteso ad una delle due poligonali congiungenti zy e z e
costituita da due lati consecutivi del rettangolo di vertici opposti zy e z. Sia
h tale che z + h € D. Abbiamo:

s+ =g = [ p©dc- [ p@ic= [T s

dove I'ultimo integrale ¢ esteso alla poligonale costituita da due lati consec-
utivi del rettangolo di vertici opposti z e z + h, e I'ultima uguaglianza e vera
per il teorema di Goursat. Poiché f ¢ continua in z, possiamo scrivere

F(Q) = F(2) +4(C)

in un intorno di z, dove ¥({) € una funzione continua tale che lim._,, ¥(¢) = 0.
Allora:

g(z+h) — / flz d(+/ dg:hf<z)+/:+h



24. IL TEOREMA DI CAUCHY 65

Se h = hy +ihy allora la lunghezza della poligonale congiungente z con z+ h
a cui ¢ esteso l'integrale precedente ¢ uguale a |hy| + |hso|. Pertanto:

1 1

|}ljc ¢(C>d¢|f;|hw<vhy-%yh2nxnax{«w<<n}

dove il max e calcolato sulla suddetta poligonale. Ma allora:

g(z+h) - g(2) g}]}i%Vlll(\hﬂ+|h2|)maX{W(C)’}:O

- f(2)

lim
h—0

Cio dimostra che g & una primitiva per f. L’ultima affermazione segue dal
Teorema 2.2.5. &

2.4 Il teorema di Cauchy

In questo paragrafo cercheremo di capire fino a che punto l'integrale di una
funzione olomorfa ¢ indipendente dall’arco di integrazione. Iniziamo con
qualche osservazione preparatoria.

Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C, e sia v : [a,b] — U un
arco in U. Per il Lemma 2.1.4 esistono una suddivisione

a=ap<---<a,=D>b
dell'intervallo [a,b] e dischi aperti {Dy, ..., D,_1} contenuti in U tali che
v([ai, ais1]) € D; per ogni i = 0,...,n — 1. Per il teorema 2.3.3, per ogni

1 =0,...,n— 1 possiamo trovare una funzione olomorfa g; : D; — C che e
una primitiva della restrizione di f a D;. Denotiamo con

Allora si ha:
f)dz =3 [ fE)dz = Slati(a) —a0@)]  (23)

dove I'ultima uguaglianza ¢ una conseguenza del Teorema 2.2.4.
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Teorema 2.4.1 Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C. Siano
v,n due archi contenuti in U e vicini (secondo la Definizione 2.1.5) aventi
lo stesso punto iniziale e lo stesso punto finale. Allora

Lf(z)dz:/f(z)dz

n

Dim. Sia [a,b] l'intervallo di definizione dei due archi. Poiché v e 7
sono vicini, esistono una partizione a = ag < --- < a, = b e dischi aperti
Dy, ..., D,_1 contenuti in U e tali che

Y([ai, aiv1]) € Di D n(lai, aiy1])

Denotiamo con:
zi=7(a),  wi=n(a)

Sia g; : D; — C una primitiva di f su D;. Allora la (2.3) implica la seguente
identita:

L F(2)dz = [, f(2)dz = S50 [(9i(zia1) — 9i(20) = (gi(wira) — gi(wi))]
= Y15 (9i(zi41) = gir1(zie1)) = (gi(wisa) = giga(wita))]

—90(70) + go(wo) + gn-1(2n) — gn-1(wn)

Ora osserviamo che su D; N D, sia g;11 che g; sono primitive di f, e quindi
gi — gi+1 € costante su D; N D;,q perché quest’aperto e connesso. Ne segue
che

gi(ZiJrl) - 9¢+1(Zi+1) = gi(wi+1> - gi+1<wi+1)

e quindi otteniamo
| 1)z = [ fz)dz = =golz0) + go(wi) + gur () = gu-a(awn)  (24)
¥ 7
Ma ~ ed n hanno gli stessi estremi, cioe 2y = wy € 2, = w,. Quindi

/Vf(z)dz—/nf(z)dz:()

Il risultato analogo per gli archi chiusi e il seguente:
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Teorema 2.4.2 Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C. Siano
v,m due archi chiusi contenuti in U e vicini (secondo la Definizione 2.1.5).

Allora
Af(z)dz:Af(z)dz

Dim. La dimostrazione procede in modo del tutto simile a quella del
Teorema 2.4.1, ma la conclusione ¢ diversa. Infatti ora gg e g,_1 sono due
primitive di f nell’aperto connesso Dy N D, e quindi gy — g,_1 € costante
su DyN D,,_;1. Ma allora, poiché zy = z, e wy = w, il secondo membro della
(2.4) si annulla. &

Una ovvia generalizzazione e la seguente.
Corollario 2.4.3 Sia f una funzione olomorfa su un aperto U C C. Siano
Y1y Ym archi contenuti in U aventi lo stesso punto iniziale e lo stesso
punto finale. Supponiamo che per ogni j = 1,...,m — 1 gli archi v; e vj41

stano vicini. Allora
f(z)dz= [ f(2)d=
Y1 Ym

La stessa conclusione vale se si suppone che glv m archi vy, ..., Vm, anziché
avere gli stessi estremi, siano chiust.

Ora possiamo dimostrare il risultato piu importante di questo capitolo.

Teorema 2.4.4 (Cauchy) Sia f una funzione olomorfa in un aperto U C
C, e stano
v a0 = U

due archi aventi stessi estremi. Se v e n sono omotopi, si ha:

Lf(z)dz-/rif(z)dz

La stessa conclusione vale se v e n sono due archi chiusi omotops.

Dim. Dimostriamo il teorema nel caso di archi aventi stessi estremi. Il
caso degli archi chiusi e simile e viene lasciato al lettore.

Possiamo supporre che v e 7 siano definite sullo stesso intervallo [a, b];
siano zg e z; i loro punti iniziale e finale. Sia

¥ a,b] X [e,d] = U
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un’omotopia tra v e n che fissa zy e z;. Siano
a=ay<---<a,=>", c=c¢c < - <cp=d

partizioni tali che esistano dischi aperti D;; C U per cui si abbia ¢(R;;) C
D’L'j7 dove

Rij: [ai,aiﬂ] X [Cj,Cj+1], z:O,,n—L jIO,,m—l

(cfr. Lemma 2.1.10 ). Dal Lemma 2.1.10 segue che per ogni j =0,...,m—1,
le curve continue v, e 1., sono vicine. Se si suppone che tali curve siano
degli archi (cio¢ siano quasi ovunque di classe C*'), allora il teorema segue
dal Corollario 2.4.3.

Nel caso in cui tale ulteriore condizione non sia soddisfatta procediamo
nel seguente modo. Poniamo

Zij = W%Cj)

Sia g;; una primitiva di f nel disco D;;, e poniamo:
n—1

Sj = Y 9i(zi415) — g4 (25)]
i=0

Poiché 7([ai, ai+1]) C Dyo e n([ai, ai1]) C Dip—1 per ogni i = 0,...,n — 1,
per la (2.3) abbiamo:

Soz/vf(z)dz, St :/nf(z)dz

Pertanto sara sufficiente dimostrare che S; = S;1; per ogni j =0,...,m —2.
Osserviamo che D;; N D;jy1 ¢ connesso per ogni ¢ = 0,...,n — 1; pertanto
esistono costanti x;; tali che:

Gij+1 = Jij + Kij
e quindi possiamo riscrivere:

Gij1 (Zi+1j+1) - gij+1<zij+1) = gij(ZiJrljJrl) — Yij (Zij+1>
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Pertanto abbiamo:

Sj = Sj+1 =
= 300 965 (2i15) — 9i5(2i5)) — (935 (Zixrjn) — 945 (Zij41))]
= Z?goz[(gij(zi+1j) - gz‘+1j(zi+1j)) - (gij(zi+1j+1) - gi+1j(Zi+1j+1>>]

+(—90j(205) + 90 (20j+1)) + (gn-1j(2n5) — gn—1j(2nj+1))
L’ultima riga ¢ nulla perché zp; = 20 = 20541 € 2,; = 21 = Zpj41. D’altra
parte la funzione g;; — gi+1; € costante sull’aperto connesso D;; N D;yqj, €
quindi si ha:
9ii(ziv1j) — Gir15(2iv1j) = Gi(ziv1j41) — Gir15(Ziv1j+1)

perogni¢=1,...,n—2,7=0,...,m—1. Sostituendo si trova S; — 5,41 = 0.
<&

Nel caso degli aperti semplicemente connessi abbiamo il seguente:

Corollario 2.4.5 Sia U un aperto semplicemente connesso, e sia f € H(U).
Allora per ogni arco chiuso v in U si ha

/ f(z)dz=0

.

Equivalentemente, dati 2y, 21 € U, e due archi v,n di estremi zy e 2,
[ 1@z = | fz)a
v U

Inoltre f possiede una primitiva in U.

Dim. L’equivalenza delle due prime affermazioni e evidente. Dimostriamo
la prima. Poiché ¢ omotopo ad un arco costante c,,, si ha, per il teorema
di Cauchy:

Lf(z)dz = /CZO f(z)dz=0

L’ultima affermazione segue dal Teorema 2.2.5(ii). &

L’esistenza di primitive garantita dal Corollario 2.4.5 ¢ di grande impor-
tanza. Come semplice applicazione abbiamo:
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Proposizione 2.4.6 L’aperto U = C\{0} non e semplicemente connesso.

Dim. La funzione f(z) = 1/z ¢ olomorfa in U, ma non possiede una
primitiva in U (Esempio 2.2.6). Quindi U non & semplicemente connesso,
per il Corollario 2.4.5. &

Sia U C C un aperto connesso e sia a« € U. Se f € H(U) possiede una
primitiva ¢g(z) in U allora esiste una costante ¢ tale che

9(z) = [ (O +e

«

dove l'integrale ¢ esteso ad un qualsiasi arco congiungente « a z (Teorema
(2.2.4)). Ad esempio, se zp € C ¢ un punto qualsiasi e se

fz) =2 an(z = 2)"

n>0
¢ somma di una serie convergente in un disco D = D(zg, R), R > 0, allora f
ha la primitiva in D
Qn
n+1

IBEDS it

n>0

(z — 2o

e quindi in D .
W)= [ F(QC + e

per qualche ¢, perché D e connesso.

Esempio 2.4.7 Consideriamo l'aperto U = C\{z € R : z < 0}, che &
semplicemente connesso (Esempio 2.1.12). La funzione 1/z ¢ olomorfa in U e
quindi, per il Corollario 2.4.5, possiede una primitiva che puo essere espressa
nella forma:

RS

z) =
9(z) = | c
D’altra parte, la serie

(z-1)"

I(z) = _(-1)""

n>1

1/z, cioe I(z) € una primitiva di

converge in D = D(1,1) e soddisfa I'(z) =
=0 =g(1) ed essendo D connesso, si

1/z nel disco D. Pertanto, essendo (1)
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ha ¢g(z) = {(z) in D. Nel disco D la funzione I(z) ¢ anche una inversa formale
di e¥, cioe €!®) = z (cfr. esercizio pag. 41). Ma allora, per il principio di
identita delle funzioni analitiche, si ha anche

92 — 5
in U. In altre parole g(z) definisce una determinazione di Inz in U. Se
g(z) + ¢ & un’altra primitiva di 1/z, si ha

eI)te — SeC

e quindi g(z) + ¢ definisce un’altra determinazione di In z se e solo se e = 1,
cioe se e solo se ¢ = 2kmi per qualche intero k. Vediamo pertanto che tra
tutte le primitive di 1/z le determinazioni di Inz sono precisamente quelle
della forma:

lnz:/ZdC—i—me
1 ¢

2.5 La formula integrale di Cauchy

Il seguente risultato fornisce una semplice espressione per il valore di una
funzione olomorfa in un punto.

Teorema 2.5.1 (Formula integrale di Cauchy) Sia L [ olomorfa in un aperto
U contenente un disco chiuso D. Sia v la frontiera di D percorsa in senso
antiorario. Allora, per ogni zo € D si ha:

_ 1 f)
f(Zo) = % . Z—izodz

Dim. Sia r > 0 e sia n la circonferenza di centro z, e raggio r. Se r
¢ sufficientemente piccolo allora v e 1 sono omotope (Esempio 2.1.9, pag.
54). Sia Uy = U\{z0}. Allora v e n sono contenute in Uy e sono omotope
in Up, come risulta dalla definizione dell’omotopia ¢ dell’Esempio 2.1.9. La

funzione
f(z) = f(z0)

9(z) = p—

¢ olomorfa in Uy. Per il Teorema 2.4.4 abbiamo:

[Yg(z)dz:/ng(z)dz
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Poiché f e olomorfa in zy segue che ¢ e limitata in un intorno di zy. Sia
lg| < B > 0 per ogni |z — zp| < e. Allora, se r < € si ha:

/ng(z)dz

Poiché il secondo membro tende a 0 al tendere di r a 0 otteniamo

OZLg(z)dz:LZfEZZ)O_ @

Y220

< B2nr

[yf%) — f(z)2mi

zZ— 20
e la formula di Cauchy segue. &

Le piu importanti conseguenze della formula di Cauchy sono il seguente
teorema e il suo corollario.

Teorema 2.5.2 Sia f olomorfa in un aperto U contenente un disco chiuso

D = D(zy, R) di centro un punto 2y e raggio R > 0. Sia 7 la frontiera di D
percorsa in senso antiorario. Allora f ha un’espansione in serie di potenze

f(z) = Z ap(z — 2)" (2.5)

k>0

i cui coefficienti sono dati dalla formula:

f¥(0) 1 (€
k! ‘m/m

ap =

e si ha:

|ay| < HQJV (2.6)

Le (2.6) sono dette disuguaglianze di Cauchy. In particolare il raggio di
convergenza della serie (2.5) ¢ > R.

Dim. Per il teorema 2.5.1 abbiamo, per tutti gli z € D(z, R):

f(z2) = ;m/gf(_ozdc
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Sia 0 < s < R, e scriviamo:

N
| [~
N
|
0
o
.
|
N
=)

N
I
o~
=
N
o

/N
T

Ea K\ e

gk

N———

1 Z—2 — 2
¢—=z0 <1 szg (2720)) o )
Se < € 8DR(Z(]) [§ |Z — Z(]’ < s si ha

Z— 20

¢— 20

<s/R<1

e quindi la serie nella precedente espressione converge assolutamente e uni-
formemente; inoltre la funzione f ¢ limitata su . Allora, per il Lemma 2.2.2,
pag. 58, possiamo integrare termine a termine e otteniamo:

f(Z> = Zkzo [ﬁ fW %dq (z — Zo)k

=2 k>0 ar(z — ZO)k

dove ©
1 A(S
= — [ ———d
U= oni /7 (¢ — zo)Ft1 ¢
La stima sui moduli dei coefficienti segue dalla stima dell’integrale a secondo
membro data dal Lemma 2.2.1(iii), pag. 56, tenendo conto che L(vy) = 27 R,

e che |( — zg| = R. Dal criterio della radice segue subito che il raggio di
convergenza della serie ¢ > R. &

Corollario 2.5.3 Se f € H(U) allora f ¢é analitica in U.

Dim. Segue immediatamente dal Teorema 2.5.1. &

Poiché sappiamo che ogni funzione analitica ¢ olomorfa, vediamo che
queste due classi di funzioni coincidono. Pertanto d’ora in poi non faremo
distinzione tra funzioni analitiche e funzioni olomorfe.

Dal Corollario 2.5.3 deduciamo il seguente risultato:
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Teorema 2.5.4 (Morera) Sia f una funzione continua su un aperto con-
nesso U C C. Supponiamo che per ogni disco aperto D C U si abbia

//f(z)dz —0

per ogni arco chiuso contenuto in D. Allora f é olomorfa.

Dim. Per il Teorema 2.2.5(ii), per ogni D C U, f|p possiede una primitiva
g. Poiché g e olomorfa, essa ¢ anche analitica in U, per il Corollario 2.5.3.
Ma allora fjp = ¢’ ¢ anch’essa analitica, e quindi olomorfa. Poiché U puo
essere ricoperto da dischi aperti, segue che f e olomorfa in U. &

Dimostriamo un altro importante risultato che discende dal Teorema
2.5.2:

Teorema 2.5.5 (Liouville) Una funzione intera e limitata é costante.

Dim. Ricordiamo che una funzione si dice intera se € olomorfa in tutto il
piano. Poiché f e intera possiede uno sviluppo in serie della forma:
flz) =) a2
k>0
che ha raggio di convergenza oo, per il teorema 2.5.2. Sia B > 0 tale che

|f(2)] < B per ogni z € C. Allora ||f||c, < B per ogni R > 0 e dal Teorema
2.5.2 deduciamo:

B

] = 7
per ogni k > 0 e per ogni R > 0. Ne discende a;, = 0 per ogni k > 1, cioe
f = ag, una costante. <&

Esempio 2.5.6 Le funzioni e?, sin z, cos z sono intere e non costanti, quindi
non limitate. Questo fatto ¢ evidente per la funzione esponenziale, che non
e limitata anche come funzione di variabile reale. Le due funzioni trigono-
metriche invece sono limitate come funzioni di variabile reale. Ma se z = iy
¢ puramente immaginario allora:

| cosiy| = —5— =

eV +e¥ e
2 2

e quindi
lim |cosiy| = o0
Yy——+00

Similmente si dimostra che sin z non € limitata.
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Corollario 2.5.7 Una funzione intera e non costante ha immagine densa in
C.

Dim. Supponiamo che f(z) sia una funzione intera. Se la sua immagine
non e densa allora esistono a € C e s > 0 tali che

f(z) —al > s

per ogni z € C. La funzione

1
9(2) = 25—
f(z) —a
¢ intera e soddisfa |g(z)| < 1/s per ogni z € C, cioe ¢ limitata. Ma allora g
e costante per il teorema di Liouville, e quindi anche f ¢ costante. &

Il Corollario 2.5.7 ¢ un caso particolare di un teorema piu preciso, dovuto
a Picard, il quale afferma che I'immagine di una funzione intera non costante
consiste di tutto C privato di al pitt un punto. La dimostrazione del teorema
di Picard e molto piu difficile.

Il teorema di Liouville permette di dare un’altra dimostrazione del teo-
rema fondamentale dell’algebra, gia dimostrato a pag. 46 utilizzando il prin-
cipio del massimo modulo.

Corollario 2.5.8 (Teorema fondamentale dell’algebra) Sia

f(2) =ap+ a1z + -+ agz*

un polinomio non costante a coefficienti complessi. Allora f possiede almeno
una radice, cioé esiste zo tale che f(zy) = 0.

Dim. Possiamo supporre ag # 0, d > 0. Se f(z) # 0 per ogni z allora la
funzione

1
9(z) = %

¢ ancora una funzione intera. Scrivendo:

—1 —1
= =+ + -4 1
f(z) = aqz ( ~d -1 )

vediamo che
lim |f(2)] = o0 (2.7)

|z[—00
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e quindi

lim “|g(z)[ =0

|2|—o00
Ne discende che, se R > 0, |g(2)| € limitato dal suo massimo nel disco chiuso
di raggio R, in particolare g e limitata. Ma allora g e costante, per il teorema
di Liouville, e quindi f e costante, una contraddizione. &

Osservazione: lo stesso ragionamento non puo applicarsi alla funzione
f(z) = €* per dimostrare che possiede qualche zero, perché I’analoga della
(2.7) non ¢ vera.



Chapter 3

Singolarita isolate e residui

3.1 Serie di Laurent

Una serie di Laurent formale &€ una serie formale
S a1
n

in cui la somma e estesa a tutti gli interi n € Z. Ad una serie di Laurent
sono associate due serie formali (nel senso della definizione del paragrafo
1.2) ¥s0anT™ e 3 ,n0a_,I™. Supponiamo che le due serie abbiano raggi
di convergenza positivi, siano essi rispettivamente 7 ed 1/ry, intendendo
r9 = 0 nel caso in cui la seconda serie abbia raggio di convergenza oo. Allora

la funzione
= Z an2"
n>0
¢ olomorfa nel disco aperto D(0,r;). La funzione

= Z a_pu"

n>0

e olomorfa per |u| < ry e la sua derivata ¢ la funzione somma della serie:

= Z na_,u"*

n>0

Pertanto la funzione

fo(2) = g(1/2) =D anz" (3.1)

n<0

7
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¢ ben definita ed olomorfa per |z| > ry. Essendo fo(2) = g(1/u), si ha:

1 _
fi(2) = =g (1/2) = 3 _ nayz"""
< n<0
e pertanto fo(z) ¢ olomorfa per |z| > 75 e la sua derivata ¢ la somma della
serie ottenuta derivando termine a termine la serie (3.1).
Supponiamo che sia 7o < r1. Allora la somma delle serie

fz) =) an2" (3.2)
isy/4
¢ olomorfa nella corona circolare {z : ro < |z| < 7}, e la sua derivata
¢ la somma della serie Y,,c na,z"! ottenuta derivando la (3.2) termine
a termine. La (3.2) & detta una serie di Laurent convergente nella corona
circolare ro < |z| < 7. Nella definizione non si escludono i casi ro = 0 e
ry = co. E immediato verificare che la serie (3.2) converge uniformemente e
assolutamente nella corona circolare chiusa py < |z| < py, per ogni ry < py <
P11 <711
11 coefficiente a_y di 1/z ¢ detto il residuo della serie di Laurent (3.2).

3.2 La serie di Laurent di una funzione olo-
morfa in una corona circolare

Sia a € C e sia f(z) una funzione definita in una corona circolare
ro < |z—al <r (3.3)

Diremo che f ha uno sviluppo in serie di Laurent se esiste una serie di Lau-
rent Y.,cz an(z — a)" convergente nella corona circolare (3.3) la cui somma
coincide con f. Per quanto dimostrato nel paragrafo precedente, f(z) e olo-
morfa.

Teorema 3.2.1 Ogni funzione olomorfa in una corona circolare possiede
uno sviluppo in serie di Laurent, che é unico.

Dim. Sia (3.3) la corona circolare in cui ¢ definita f(z). Possiamo supporre
a = 0, salvo a sostituire t = z —a e considerare la funzione f(t+a). Fissiamo
numeri reali positivi p/, p1, py, p2 tali che

Ty < py < pa < pr < py <
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Siano
/ zt

7(t) = pie,  1(t) = phe

€ [0,27], le circonferenze di raggi p] e pl, rispettivamente. Sia z tale che
p2 < |z| < p1. Allora si ha:

f6) = o | Cf e - =i Cf(_ozdc (3.4)

Per verificarlo sia 6y = arg(z), e si consideri un settore circolare

Ye=Au:ph < |u| <pl, 0 —e<arg(u) <6+ e}
per 0 < e < m. Sia F, la frontiera di .. Allora

Fe = {nlv 567 12, RE}

¢ un arco costituito da quattro curve, di cui n; e 72 sono archi delle circon-
ferenze 7, e v, , mentre

Se(s) = [py + s(py — py)]e’

Re(s) = [ph + s(p) — pp)]e’ ™~
sono segmenti contenuti in semirette per 'origine. Allora:
(i) per ogni 0 < €,¢’ < 7, gli archi F, e F, sono omotopi.

(ii) se € > 0 e sufficientemente piccolo, F, & omotopo ad una circonferenza
C, di raggio r > 0 contenuta nella corona circolare py < |u| < pf.

Pertanto, per la formula di Cauchy e per il Teorema 2.4.4, si ha:

1 fQ)

" omi ¢ C—z " om F(C—2

d¢

Quando € — 7 l'integrale a secondo membro tende a

1

2mi ylg—z 27m WQC—

cioe al secondo membro della (3.4)). Pertanto la (3.4)) ¢ dimostrata.
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Consideriamo il primo integrale nella (3.4)). Possiamo scrivere

z
(-2 l-D &

e, poiché questa serie converge uniformemente nella circonferenza ~;, possi-
amo integrare termine a termine, ottenendo:

1 f(¢
27rz/ ¢ — dC Zan

n>0

dove
1 f(Q)

271 " Cn+1

Consideriamo ora il secondo integrale nella (3.4)). Scriviamo:

n:

n

z
C_z:_z(l_C):_ZCnH

n<0

Sostituendo nell’integrale e integrando termine a termine grazie all’'uniforme
convergenza della serie in 7, otteniamo:

L[ O ge 5o g

o v C— 2 g

dove

Pertanto, dalla (3.4)) otteniamo:

= > a,2" (3.5)

neZ

per ogni py < |z| < p;. Facendo tendere ps — 15 € p; — r; vediamo che
la (3.5) fornisce lo sviluppo in serie di Laurent di f(z) nella corona circolare
ro < |z| <71

Unicita. Scriviamo f(z) = fi(2) — fa(z), dove

YO Py R IO S

21t Jy ( — 2 "0
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1 f(¢) n

f2(2) = 5 /7 =% = Zd;a"z
sono funzioni univocamente determinate da f(z). Poiché fi(z) & olomorfa
nel disco D(0,7y), i coefficienti a,, n > 0, sono univocamente determinati.
D’altra parte, la funzione fo(1/u) ¢ olomorfa nel disco D(0,1/ry) e quindi
anche il suo sviluppo in serie di potenze e univocamente determinato, cioe i
coefficienti a,,, n < 0, sono univocamente determinati. <&

Esempio 3.2.2 La funzione f(z) = 1/2", n > 0, ¢ olomorfa nella corona
circolare C\{0}, e coincide con la sua serie di Laurent.

La funzione
1 1

fz)="+

z z-—1

e olomorfa in C\{0,1}. Il suo sviluppo in serie di Laurent in 0 é:

2"

fe)=7 -

e questa serie converge in 0 < |z| < 1. Invece lo sviluppo in serie di Laurent
di fin1e:
1
z—1

+> (=1)"(z—1)"

n>0

e converge nella corona circolare 0 < |z — 1| < 1.
. 1 :
La funzione f(z) = e> & olomorfa nella corona circolare C\{0}. La sua
serie di Laurent e:
1
-y

n>0

1
nlzn

3.3 Singolarita isolate

Sia U C C un aperto e a € U. Se f € H(U\{a}) diremo che f ha una
singolarita isolata nel punto a. In tal caso, per il Teorema 3.2.1, f possiede
uno sviluppo in serie di Laurent

[ = Y anlz—a)" (3.6)
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nella corona circolare
D(a,R)\{a} ={z:0< |z —a| < R}
per qualche R > 0.

Definizione 3.3.1 Nella situazione precedente diremo che

e f ha una singolarita eliminabile in a, ovvero a € una singolarita elim-
inabile per f, se la serie (3.6) é una serie di potenze, cioé a, = 0 per
ognt n < 0.

e f ha una singolarita polare in a, ovvero a € un polo per f, se a, # 0 per
qualche n < 0, e solo un numero finito di coefficienti a,,, con n < 0,
¢ diverso da 0. Se m > 0 ¢ il piu grande intero tale che a_,, # 0
diremo che f ha un polo di ordine m in a, ovvero che a é un polo di
ordine m per f. Diremo anche che f ha ordine —m in a, e scriveremo

—m = 04(f).

e f ha una singolarita essenziale in a, ovvero a € una singolarita essen-
ziale per f, se a, # 0 per infiniti n < 0.

Teorema 3.3.2 Sia U C C un aperto, a € U e f € H{U\{a}). Le con-
dizioni sequenti sono equivalenti:

(i) La funzione f ha una singolarita eliminabile in a.
(i1) f puo essere estesa ad un funzione olomorfa in tutto U.

(iii) f e limitata in D(a, R)\{a} per qualche R > 0.

Dim. (i) = (ii). Se f ha una singolarita eliminabile la serie di Laurent
(3.6) si riduce ad una serie di potenze a raggio di convergenza positivo, la
cui somma e una funzione olomorfa in un intorno di a che estende f.

(ii) = (i). Se f si estende a tutto U allora il suo sviluppo di Taylor in a
coincide con il suo sviluppo in serie di Laurent in a e quindi la singolarita e
eliminabile.

(ii) = (iii) e ovvio.

(iii) = (i). Se n < 0 allora:

L /T(a) f(z)z27" dz

Ap = —
" 2w Je
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dove 0 < r < R e Cy(a) ¢ la circonferenza di centro a e raggio r (vedere la
dimostrazione del Teorema 3.2.1 ). Poiché f ¢ limitata in un intorno di a
I'integrale a secondo membro tende a 0 al tendere di » — 0, e quindi a,, = 0.
&

Se f € HU\{a}) e (3.6) & il suo sviluppo di Laurent in a, la funzione

somma della serie:
Q(z) = an(z —a)"

n<0

¢ olomorfa in C\{a}, e si dice la parte principale di f(z) in a. Allora:

f(2) = Q(z) = 3_ an(z —a)"

n>0

in un disco di centro a, e quindi ha una singolarita eliminabile in a. Pertanto
f(2) — Q(z) si estende ad una funzione olomorfa in U.

E immediato verificare che se f € H(U\{a}) ha un polo di ordine m in
a allora (z —a)™f(z) é olomorfa in tutto U. Viceversa, se g € H(U) allora

f(z) = (z=a)™"g(2) € H(U\{a})

e f ha un polo di ordine m in a. Lo sviluppo in serie di Laurent di f in a ha
la forma:

f(z):a_im-l--“—i- aila)%—Zan(z—a)”

(z—a)™ (z =0

In questo caso la parte principale di f in a € la funzione razionale:

M e N

Un polo di ordine 1 si dice un polo semplice. Da quanto appena visto si
deduce immediatamente la seguente proposizione:

Proposizione 3.3.3 Sia U C C un aperto e f € H({U\{a}). Le sequenti
condizioni sono equivalents:

(i) f ha un polo di ordine < m in a.

(ii) (z — a)™f(2) ha una singolarita eliminabile in a.
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(i) esistono ay, ..., a, € C tali che

m

f) =Y

j=1 (Z - a)j
abbia una singolarita eliminabile.

Se f ¢ una funzione olomorfa in U\S dove S C U ¢ un sottoinsieme
discreto, e se in ogni punto di S la f ha un polo o una singolarita eliminabile,
diremo che f ¢ meromorfain U, o su U. Dalla definizione e dal Teorema 3.3.2
segue che le funzioni olomorfe in U sono particolari funzioni meromorfe.

Sia f € H(U) esia S C U I'insieme dei suoi zeri. Supponiamo U connesso
e che f non sia identicamente nulla. Allora S # U e per ogni a € S possiamo
scrivere

f(z) = (z = a)"h(2)
dove r = 0,(f) >0 e h € H(U) soddisfa h(a) # 0. Pertanto g(z) = 1/h(2) ¢

olomorfa in un intorno di a e quindi la funzione

e meromorfa in un intorno di a, e ha ordine —r in a. Vediamo quindi che se
una funzione f é meromorfa nell’intorno di un punto a allora anche 1/f lo
¢ e inoltre una almeno delle due funzioni ¢ olomorfa in a.

Da quanto appena osservato, possiamo concludere che se U & connesso e
f,g € H(U) con g non identicamente nulla, allora f/g & meromorfa in U. In
particolare, se P(z),Q(z) sono polinomi, e @) # 0, allora P/ & una funzione
meromorfa in C.

Denotiamo con M(U) l'insieme delle funzioni meromorfe su un aperto
connesso U. Dalla discussione che precede segue immediatamente che per
ogni f,g € M(U) si ha che f+g, fg € M(U) e, se g non ¢ identicamente
nulla, anche f/g € M(U). Cio implica che M(U) ¢ un campo, che viene
chiamato il campo delle funzioni meromorfe su U.

Teorema 3.3.4 (Casorati-Weierstrass) Sia U C C un aperto, a € U,
e f € HU\{a}). Se a é una singolarita essenziale per f allora per ogni
disco aperto D di centro a e contenuto in U, Uimmagine f(D\{a}) é un
sottoinsieme denso di C.
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Dim. Supponiamo per assurdo che il teorema sia falso per un disco D =
D(a, R). Allora esistono a € C e s > 0 tali che

[f(2) —al >s
per ogni z € D\{a}. La funzione:
1
9(z) = ) —a

¢ olomorfa in D\{a} e limitata in D. Quindi, per il Teorema 3.3.2, a ¢ una
singolarita eliminabile per g, e g puo essere estesa ad una funzione olomorfa
in D. Pertanto

1
L _te)-a
9(2)
ha al pitt un polo in a, e cid & vero anche per f(z). Ma cosi’ & contraddetta
I'ipotesi che f abbia una singolarita essenziale in a. &

Corollario 3.3.5 Sia U C C un aperto, a € U, e f € H{U\{a}). a é una
singolarita essenziale per f se e solo se non esiste il limite:

e

Dim. Dal Teorema 3.3.4 segue che se a € una singolarita essenziale allora
il limite non esiste. D’altra parte se a e una singolarita eliminabile allora
il limite esiste finito per il Teorema 3.3.2. Se invece a ¢ un polo di ordine
m > 1 per f allora f(z) = (¢ —a) ™g(z) con g(z) una funzione che ha una
singolarita eliminabile in a. Pertanto:

l’ll}/cllf(z) - l‘ll}g (Z — a)m l‘ll}/(llg<z> =

e quindi anche in questo caso il limite esiste. &

. . 1 . [N . . o
Esempio 3.3.6 La funzione e> ha una singolarita essenziale in 0 perché il
suo sviluppo in serie di Laurent e:

>

n>0

1

nlzn
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In questo caso e facile verificare direttamente la validita del Teorema 3.3.4.
Sia infatti R > 0 arbitrario, D = D(0, R), e sia 0 # o € C. Allora esiste un
numero intero k > 0 tale che

w = log|a| + i(arg(a) + 2km)

abbia |w| > 1/R. Ma allora z := 1/w € D e

Quindi I'immagine di D tramite la funzione ez & C\{0}; in particolare tale
immagine ¢ densa.

Esempio 3.3.7 In modo simile a quanto fatto nell’esempio 3.3.6 si verifica
che la funzione sin% ha una singolarita essenziale nell’origine. La funzione:

¢ olomorfa in C\S, dove S = {0,1/kw : k € Z,k # 0}. In ogni punto
0 # a € S la g(z) ha un polo semplice. In @ = 0 la g non ha una singolarita
isolata, perché 0 ¢ un punto di accumulazione di poli di g. Quindi g(z) non
possiede uno sviluppo in serie di Laurent in 0. Quest’esempio mostra che
I'insieme delle funzioni che possiedono singolarita isolate in un fissato aperto
connesso U in generale non costituiscono un campo, come invece avviene per
I'insieme M (U) delle funzioni meromorfe su U.

Esempio 3.3.8 La funzione

1

fl2) = e

possiede singolarita isolate in z = *1 che sono singolarita essenziali. Cio
si verifica facilmente utilizzando il Corollario 3.3.5. La restrizione di f a
all’intervallo reale [—1, 1] si prolunga ad una funzione ¢ su tutto R definen-
dola identicamente zero al di fuori di [—1, 1]. La funzione ¢ ¢ un ben noto
esempio di funzione di variabile reale di classe C'* che non & analitica.
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3.4 1l teorema dei residui

Sia f(z) una funzione avente una singolarita isolata in un punto z; € C e sia

f(z) =" an(z— 2)" (3.7)

nez

il suo sviluppo in serie di Laurent in zy. Il coefficiente a_; & detto residuo di
f in zg. Verra talvolta denotato con

a_1 = Res,,(f)

Il residuo ha la seguente interpretazione.

Proposizione 3.4.1 Sia U C C un aperto, zo € U, e sia f € H{U\{2}).
Se C,. € una circonferenza di centro zy e raggio r percorsa in senso antiorario,
contenuta in U insieme al disco D(zo, 1), allora

/C £(2)dz = 2mi Res., ()

Dim. Per l'ipotesi f possiede uno sviluppo in serie di Laurent (3.7) in
D(zo, R)\{0} per qualche R > r. Quindi la serie converge uniformemente in
C,, e pertanto f puo essere integrata termine a termine su C,., cioe

/CT f(2)dz= " a, /C’,«(Z — 2p)"dz

nez

Ma tutti gli integrali a secondo membro sono nulli eccetto quello relativo al
valore n = —1, che & uguale a 2. &

Avremo bisogno della seguente nozione.

Definizione 3.4.2 Sia v un arco chiuso in C e zy € C un punto non ap-
partenente all’immagine di v. L’indice di « rispetto a 2y, €

1 dz
_[ s = 7/
(7, 20) 2w Jy 2z — 29

Lemma 3.4.3 Sia v un arco chiuso in C e zg € C un punto non apparte-
nente all’immagine di . Allora 1(7, zp) é un numero intero.
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Dim. Sia v : [a,b] — C, e consideriamo la funzione F' : [a, b] — C definita

da:
F()= [ WdT

Si ha

F(a) =0, F(b) = 2mil (7, 29)
Si osservi che, essendo «y differenziabile a tratti su [a, ], la F' & ben definita
come somma di integrali estesi ai sottointervalli chiusi di [a,t] su cui v/(7)
definita. Per lo stesso motivo la F'(t) € continua e differenziabile a tratti in
[a,b], e la sua derivata é:

Si ha:
d
dt
e quindi esiste una costante C' tale che e "' (y(t) — zy) = O, cioe

Y(t) — 20 = Cef'®

[G_F(t)(’)/(t) _ ZO)} _ €_F(t)’7/(t) B F/(t)e—F(t) ('y(t) — ZO) =0

Inoltre C' # 0 perché ~(t) # zo per ogni t. Ma allora, essendo v(a) = y(b), si
ha Cef@ = Cef®) cioe (@) = ¢F(®) ¢ quindi esiste un intero k tale che:

F(b) = F(a) + 2kmi
Poiché F(a) =0 e F(b) = 2mil(7, z0), deduciamo che (v, zg) = k. &

Intuitivamente (7, zg) conta il numero di giri percorsi da 7 intorno a
29, con segno positivo o negativo a seconda che il senso di rotazione sia
antiorario o orario. Ad esempio, se r > 0e C, : [0,27] — C & la circonferenza
C,(t) = re' allora I(C,,0) = 1 (Esempio 2.2.3, pag. 58).

Se v : [a,b] — C & un arco chiuso, e U = C\7([a,b]) C C il comple-
mentare dell'immagine di «y, allora U si suddivide in componenti connesse
per archi. Poiché 7([a,b]) ¢ un sottoinsieme chiuso e limitato, esiste R > 0
tale

Y([a,b]) € D(0, R)
Pertanto, dato che C\D(0, R) ¢ connesso per archi, U possiede un’unica
componente connessa per archi #llimitata E. 1 punti di E si diranno punti
esterni a . Gli altri punti di U si diranno punti interni a .
Un’altra proprieta significativa dell’indice e descritta dal seguente lemma:
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Lemma 3.4.4 Sia v : [a,b] — C un arco chiuso e sia U = C\7y([a,b]) C C
il complementare dell’immagine di . La funzione

2 1(y,2)
é costante su ogni componente connessa di U e vale 0 sut punti esterni a 7.

Dim. Poiché la funzione dell’enunciato e a valori interi, sara sufficiente
dimostrare che e continua su U. Cio e equivalente a far vedere che, per ogni

zo €U,
1 1
L(g—z_g—%)dC

tende a 0 quando z — 2. Poiché [a,b] & compatto & ben definito il numero
reale

= min {1y(t) = 20/}

tela,
e s > 0 perché zy ¢ v([a,b]). Tenendo conto che

1 1 Z— 2

(=2 (-2 ((—2)(C—2)
e osservando che |y(t) — z| > s/2 quando z ¢ sufficientemente vicino a zo,
otteniamo

1 _ 1 < 1 1 — 2
(—=z C—ZO_32/4Z =0
Quindi
1 1 1
[ - 2 )ad = ke - sl

La conclusione segue dal fatto che il secondo membro tende a 0 quando

zZ— 2.
Per dimostrare 'ultima affermazione osserviamo che si ha
1
I(v,2) < max —— L
(7, 2) S @] ()
Poiché 1
Iim max — =0

|z| =00 tE€la,b] |Z — ’Y(t)’
si ha che I(v, z) — 0 quando |z| — oo, e quindi I(7y,2) =0se z € E.
&

Diamo ora una formulazione del teorema dei residui, che e sufficiente-
mente generale per il calcolo pratico di molti integrali complessi.
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Teorema 3.4.5 (dei residui) Sia U C C un aperto semplicemente con-
nesso, z1, ...,z punti distinti di U, f € H({U\{z1,...,2n}). Sey é un arco
chiuso contenuto in U la cui tmmagine non contenga alcun punto z;, allora

;mxyf(z)dz = iReSzj-(f)](% zj)

Quest’identita € detta formula dei residui.

Dim. Siano @Qq,...,Q, le parti principali di f in zq,...,z, rispettiva-
mente. Allora

9(z) = f(z) =Q1— - = Qn

si estende ad una funzione olomorfa in U, e quindi f7 g(z)dz = 0, per il
Corollario 2.4.5. Pertanto

;mLf(z)dz = lezn:/Qj(Z)dZ (38)

j=1"7

Ma poiché
/(z —z;)" =0, n#—1 (3.9)
2!

e la conclusione segue. <&

Si osservi che, a causa del Lemma 3.4.4, le singolarita di f che sono esterne
a vy non danno alcun contributo al secondo membro della formula dei residui.
Pertanto, quando si vuole applicare la formula, ci si puo limitare a calcolare
i residui nei soli punti interni a ~.

3.5 Calcolo esplicito di residui

Se una funzione f(z) ha una singolarita eliminabile in un punto z, € C allora
ovviamente il suo residuo in zy ¢ nullo.
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Il caso di un polo semplice - Supponiamo che la funzione f(z) abbia un
polo semplice in zy € C. Allora la funzione

9(2) == (2= 2)f(2)

ha una singolarita eliminabile in zy e

Res,, (f) = lim (z — 20) f(2)

Se ad esempio )
P(z

con P, olomorfe in un intorno di zy, P(zy) # 0, e @ ha uno zero semplice
in zp, allora f(z) ha un polo semplice in zy. Poiché

Q(2) = Q'(20)(z — 20) + Y_ an(z — 20)"

n>2
vediamo che
3 _ P(z)
(2= 2)f(z) = Q' (20) + Xz an(z — 20)" !
e quindi )
P 20
Res,, (f) = ') (3.10)

Questa formula risulta utile in particolare nel calcolo dei residui delle funzioni
razionali.

Il caso di un polo multiplo - Supponiamo che f(z) abbia un polo di ordine
m > 2in zg € C. Allora la funzione g(z) = (2 — 29)™ f(z) ha una singolarita
eliminabile in 2, e il Res,, (f) coincide con il coefficiente di (z — 25)™ " nello
sviluppo in serie di Taylor di g(z) in 2. Pertanto abbiamo:

1 ) dm—l

1y 8, s (2= 00" )

1l caso di una singolarita essenziale - In questo caso non ci sono metodi
per facilitare il calcolo del residuo. Bisogna calcolare lo sviluppo di Laurent
caso per caso.
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Esempio 3.5.1 La funzione f(z) = 1/sinz ha un polo semplice in 7. Per
la formula (3.10) si ha

1
Res;(f) = =-1
cos T
Esempio 3.5.2 La funzione
22 —-324+1
o= a7

ha un polo di ordine m = 2 in 0. Si ha:

d. ., 23241 —22+2:-2
S = [FTER -2
che, calcolata in z = 0, da:
Reso(f) = —2

Esempio 3.5.3 Consideriamo la funzione

1

ez
1—=2

f(2)

I suoi punti singolari sono zg = 0 e z; = 1. Il punto 1 ¢ un polo semplice e si
ha quindi, per la (3.10):

Resi(f) = —il = —e

0 ¢ una singolarita essenziale per f(z) perché altrimenti anche la funzione
ez = f(2)(1 — 2) avrebbe un polo in 0, il che & falso. Sviluppiamo f in serie
di Laurent nell'intorno di 0. Si ha:

er =1+i4L 4L+

L =14z+22428+-

e quindi, moltiplicando:

1
ez

1—2 :<1+%+2,122+ﬁ+---)(1+z+z2+23+~--)

= (14444 ) T a2
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Quindi il residuo di f(z) in 0 &:

11
Reso(f) =1+ g+ g+ =e—1

Esempio 3.5.4 (derivata logaritmica) Sia

f(2) =" ax2® = anz™(1+ h(2))

k>m

dove m € Z, la serie di Laurent di una funzione avente una singolarita al
piu polare in 0. Allora si ha

F(2) =" kapz" ' = manz™ (1 + h(2)) + anz™H (2)

k>m

ffom R (2)
AR E)

e h'(2)/(1+ h(2)) & olomorfa in 0. Quindi

Reso(f'/f) =m

La funzione f'/f si dice derivata logaritmica di f. Quindi il suo residuo in 0
coincide con l'ordine di f in 0.

Quest’ultimo esempio ci conduce al seguente risultato:

Teorema 3.5.5 (dell’indicatore logaritmico) Sia f(z) una funzione mero-
morfa in un aperto semplicemente connesso U C C, e sia v un arco chiuso
contenuto in U, la cui immagine non contenga né zeri né poli di f. Allora
la funzione f'/f é meromorfa in U, non ha singolarita sull’immagine di ~,

e si ha:

/vl];,dz = 0., (/)(7,z)

dove la somma ¢é estesa agli zeri e ai poli di f(z) interni a 7.

Dim. La derivata logaritmica, essendo quoziente di due funzioni mero-
morfe, ¢ meromorfa in U. Piu precisamente, dai calcoli locali effettuati
nell’Esempio 3.5.4 risulta che f’/f ha un polo semplice, con residuo m, in ogni
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punto in cui f ha ordine m # 0, e nessun’altra singolarita. La conclusione
ora segue dalla formula dei residui. &

Il teorema precedente si applica utilmente in diverse situazioni. Prima di
darne delle applicazioni introduciamo un nuovo concetto.

Sia f(z) € M(C) una funzione meromorfa in tutto C avente solo un
numero finito di singolarita z1, ..., z, (necessariamente polari o eliminabili).
Definiamo il residuo di f(z) all’infinito come

Resoo(f) := _/CR f(2)dz

dove Cr € una circonferenza di centro 'origine e raggio R > 0 tale che tutte
le singolarita di f siano contenute in D(0, R). Per la formula dei residui e
per la scelta di R abbiamo:

Ress(f) = — iReSzj(f)

In particolare Res.(f) non dipende da R. L’identita precedente puo anche
mettersi nella forma piu suggestiva:

iReSzj(f) + Resoo(f) =0 (3.11)

Lemma 3.5.6 Nella situazione precedente, Ress(f) coincide con il residuo
in 0 della funzione

g(u) =~ F(1/0)

Dim. La funzione g(u) non ha singolarita nella corona circolare 0 < |u| <
R~ e quindi:

2mi Reso(9) = Jo, 9(u)du
= iR~ [7" g(R~'e™)etdt
= —iR7! [7" R%e %" f(Re~™)etdt
= —iR [7" f(Re~")e~idt

= Jo- f(2)dz = — [¢,, f(2)dz = 2mi Resoo(f)

R
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&

Alla luce del Lemma 3.5.6 Iidentita (3.11) diventa piu significativa, in
quanto riduce il calcolo della somma dei residui di f a quello del residuo di
g in 0.

Osservazione 3.5.7 Il motivo per cui nella definizione di residuo all’infinito
si richiede che f(z) abbia solo un numero finito di singolarita e che altrimenti
f(1/u) non ha una singolarita isolata in 0. Ad esempio

1
f(z) = sin 2
ha infiniti poli semplici e
1
l/u) = —
f(1/u) sin 1

u

non ha una singolarita isolata in 0 (si veda ’esempio 3.3.7).

Combinando con il Teorema 3.5.5 otteniamo la seguente versione del teo-
rema fondamentale dell’algebra:

Teorema 3.5.8 (Teorema fondamentale dell’algebra) Un polinomio P(z) €
Clz] di grado n possiede n radici se ognuna di esse viene contata con la sua
molteplicita.

Dim. La molteplicita di una radice o di P(z) ¢ uguale all’ordine della
funzione P(z) in a. Sia P(z) = a,2" + --- + a1z + ag, con a, # 0. La sua
derivata logaritmica:

P'(z)
f ('Z) T P( Z)
¢ meromorfa in C e possiede poli semplici nelle radici di P(z) con residuo
uguale alla rispettiva molteplicita (Esempio 3.5.4). Pertanto, poiché P possiede
un numero finito di radici, ¢ definito il Ress(f). Si ha:

L F(10) = = Pl )Pl
= — L (na,u™™ ™ + (n— Dap_ w2 + -+ ag)(apu " 4 -+ arut +ag)
= —L(na, + (n — Day_1u+ -+ au™ ) (a, + - + ayu™ ! + qou™) !

T

=24 ((n—Dag_1+-- )1+ +a, e +a; aeu™) ™"
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dal che si vede che, per il Lemma 3.5.6:

1
Ress(f) = Resg (—2 f(l/u)> =-n
u
Ora dalla formula (3.11) otteniamo:

> (residui di f) = —Resso(f) =n

e la conclusione segue dalla citata interpretazione dei residui di f come gli
ordini degli zeri di P. &

Diamo un’altra utile applicazione del Teorema 3.5.5.

Teorema 3.5.9 (Rouché) Sia U C C un aperto semplicemente connesso,
v : la,b] — U un arco chiuso, f,g € H(U). Supponiamo che si abbia:

£ (2) —g(2)] <|f(2)]
per ogni z € Im(vy). Allora:

Yo I 2)o(f)= D I(y,2)o0:(9)

zeU\Im(v) 2€U\Im(y)

Dim. L’insieme dei punti z € U tali che (7, z) & definito e non nullo ¢
relativamente compatto in U e quindi contiene un numero finito di zeri di
f e di g. Pertanto le sommatorie dell’enunciato contengono solo un numero
finito di addendi non nulli e sono ben definite.

L’ipotesi implica che f e g non hanno zeri su Im(y). Possiamo dunque
riscrivere l'ipotesi nella forma:

|F(z) — 1] <1, z € Im(y)

dove F' = g/f. Cio significa che la curva chiusa F oy & contenuta nel disco
D(1,1) di centro 1 e raggio 1 e quindi I(F o~,0) = 0 perché 0 ¢ D(1,1).
Abbiamo pertanto:

0=I(For,0) = /Fw dj - ab mw)dt

[ 5= [w@ls-ris)

Il caso particolare piu utile del teorema di Rouché e il seguente:
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Corollario 3.5.10 Nelle ipotesi del Teorema 3.5.9, supponiamo che v sia
una circonferenza, percorsa in senso antiorario, frontiera di un disco aperto
D c U. Allora f e g hanno lo stesso numero di zeri in D (se contati con le
rispettive molteplicita).

Dim. Segue subito dal Teorema 3.5.9 tenendo conto che I(v,z) = 1 se
z€Del(y,z)=0se z€ C\D. O

Esempio 3.5.11 Sia g(z) = 2® + 22 + 42 + 1. e sia Cy la circonferenza di
centro 0 e raggio R. Ponendo f(z) = 4z otteniamo:

|f(z)—g(z)\:]23+z2+1\§3<]4z]:4, z € Im(Ch)

Quindi g(z) possiede lo stesso numero di radici di 4z, cioe 1, nel disco D(0, 1).
D’altra parte, prendendo f(z) = 2z* e R = 3 otteniamo

1f(2) —g(2)] = |22 +42+ 1] <22 < |2%] =27, z € Im(Cs)

e quindi g(z) ha tutte e tre le radici in D(0, 3), due delle quali stanno nella
corona circolare 1 < |z] < 3.

Esempio 3.5.12 In modo simile si dimostra che il polinomio
2>+ 152 +1

ha tutte le radici nel disco |z| < 2 e che solo una di esse ¢ situata in |z| < 3/2.

3.6 Calcolo di integrali definiti con il metodo
dei residui

Il metodo dei residui permette di calcolare diverse classi di integrali definiti
reali senza dover calcolare la primitiva della funzione integranda. In questo
paragrafo illustreremo questo procedimento in alcuni casi significativi.

Integrali trigonometrici - Consideriamo un integrale della forma:

2w
I:/ R(sint, cost)dt
0
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dove R(z,y) € una funzione razionale senza poli nella circonferenza unitaria
(4 di centro l'origine. Parametrizziamo la circonferenza ponendo z = €%,
0 <t < 2m. Siha quindi:

mt=g(s-7). =5 (e+?)
int=—|(z—— = — -
S 2Z_Z 2 ) cos 22 .

1 1 1\ 1 1
=[2G -4 )
Cy 12 21 : z/) ' 2 e z
Applicando il teorema dei residui otteniamo la seguente identita:
1 1 1\ 1 1
I=2 LR =(z—-),= -
WZRGSJ [ZR(Zi (Z z) 2 (Z+z>>}

dove la somma ¢ estesa ai poli z; contenuti nel disco unitario D(0, 1).

Esempio 3.6.1
2 dt
Ry
0 a-+sint

2
22 4+ 2iaz — 1

dove a > 1 reale. Allora
I=2rn Z Res.,

L’unico polo nel disco unitario della funzione a secondo membro e z, =

—ia +iva? — 1. 1l suo residuo &

i 1
2o +ia a2 —1
Quindi:
I— 27
az —1

Per calcolare altre classi di integrali definiti avremo bisogno del seguente
lemma.

Lemma 3.6.2 Sia f(z) una funzione meromorfa nell’aperto

U ={z=x+1y:y > —¢}
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per qualche € > 0 reale, e supponiamo che

lim zf(2)=0

|z]—o0

y>0

Siay,(t) =re’, 0 <t <, la semicirconferenza di raggio v di centro 'origine
contenuta nel semipiano superiore. Allora

lim / f(z)=0

r—00

Dim. Sia M (r) = max{|f(2)| : z € Im(y,)}. Allora:

| )

e il lemma segue. &

lim

r—00

< lim M(r)yrm=0

r—00

Integrali impropri di funzioni razionali - Consideriamo un integrale della
forma:

I= /+Oo R(z)dx

—0o0

dove R(x) = gg; e una funzione razionale senza poli sull’asse reale. L’integrale

I ¢ detto un integrale improprio, e per definizione ¢ dato da

I= TEIEOO ' R(z)dx
Una ovvia condizione necessaria per la sua esistenza ¢ che si abbia lim ;.o zR(z) =
0, cioe che gr(Q) > gr(P) + 2. Questa condizione ¢ anche sufficiente. Cio
seguira dalla discussione seguente.
Supponiamo dunque che gr(Q) > gr(P)+2. Per ogni r > 0 tale che R(z)
non abbia poli su 7, abbiamo la seguente relazione

,
/ R(z)dz + | R(z) = 2ri’S" Res. (R())
L -
dove la somma ¢ estesa ai poli z; di R(z) contenuti nel semidisco aperto de-
limitato dal segmento [—r, 7] e da 7,. Poiché R(z) ha un numero finito di poli,
per r > 0 la somma ¢ estesa a tutti i poli contenuti nel semipiano superiore
e quindi non dipende da r. Passando al limite per » — +o00 otteniamo:

lim " R(z)dr =2mi Y Res.(R(2)) — lim / R(2)
r——+oo J_, Im()>0 r—+00 /4,
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Dal Lemma 3.6.2 segue che il limite a secondo membro esiste ed e uguale a
zero. Quindi anche il limite a primo membro esiste e si ha

I=2mi Y Res.(R(2))

Im(z)>0

Esempio 3.6.3 Calcoliamo l'integrale

I:/+°°dfﬂ
—00 ].+LL’2

La funzione integranda ha nel semipiano superiore 1'unico polo z = ¢, con

residuo uguale a
1 7
()
esi | 1 e 5
Quindi I = —27r2% =T.

Si osservi che l'integrale precedente si sarebbe potuto calcolare anche

come conseguenza dell’identita - = arctg(z)'.

Terzo tipo - Consideriamo ora un integrale improprio della forma

+o0 .
I= / f(z)edx
dove f(z) ¢ meromorfa nell’aperto U, := {z = x + iy : y > —¢} per qualche
e > 0, ha un numero finito di poli nel semipiano superiore, e non ha poli
sull’asse reale. L’integrale I e definito come

r

I K X
I= lim 5 f(z)e™dx
se il limite esiste. Ragionando come nel caso degli integrali impropri di
funzioni razionali deduciamo che si ha, se r > 0:

/_Tr f(x)edr =2mi > Res,(f(2)e”) _/ ()"

Im(z)>0 r

e quindi I esiste se e solo se esiste il limite dell’integrale a secondo membro
per r — +00.

Il seguente lemma garantisce 1’esistenza del limite e quindi dell’integrale
I sotto certe condizioni.
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Lemma 3.6.4 Sia f(z) una funzione meromorfa nell’aperto
U ={z=x+1iy:y > —¢}

per qualche € > 0 reale, con un numero finito di poli nel semipiano superiore,
e supponiamo che

\zlﬂirio f(z)=0 (3.12)

Sia . (t) = re’, 0 <t < 7, la semicirconferenza di raggio r di centro l’origine
contenuta nel semipiano superiore. Allora

Jim [ fG)e =0
Dim. Se r > 0 abbiamo:

[ e

™ . . .. .
_ ’/ f(rezt>€zr(cos t+isin t)ireztdt
0

< M(r)r / "oty (3.13)
0

dove M(r) = max{|f(re™)| : 0 < t < m}. Utilizzeremo le disuguaglianze
elementari:

sint > 2¢, 0<t<73
SintZ—%iH—Z, g§t<7r
che sostituite danno:

™

/ e—rsintdt — /5 e—rsintrdt+/ e—rsintdt
0 0 g

g/ie‘i”dtju/ﬂa(%f?)dt
0 2
T oot X _

= —56 ks |02 —|—7€r(? 2)|
Sostituendo in (3.13) otteniamo:

= E(l —e")

r

SEE

f(2)e] < M(ryr=(1— ) < M(r)m
Tr r
Poiché lim, o, M(r) = 0, la conclusione segue. &

Come conseguenza otteniamo che, sotto le ipotesi precedenti, se la (3.12)
e soddisfatta allora I'integrale I esiste e vale I'identita

/_;Oo f(x)edr =2mi > Res,(f(2)e”)

Im(z)>0



