Esercitazione del 18 marzo 2016

Esercizio 1.

e La matrice simmetrica

A:

S O =
o NN O
w o O

definisce in R?® un prodotto scalare (,) poiché A ¢ definita positiva essendo

1>0 1 0:2>O det A=6>0;
0 2
inoltre risulta
U
w

Viceversa, si verifica che 'applicazione R? x R® — R data da (1) ¢ un prodotto scalare
su R3: infatti:

)
(2,9, 2), (u,v,w)) = ((u,v,w), (,y,2)) V (2,y,2), (u,v,w) € R®.

B)

(x,y,2), (u,v,w) + (a,b,c)) = {(z,y,2), (u+ a,v+b,w+c))
= xu + xa + 2yv + 2yb + 3zw + 3zc
= ((@,y,2), (u,v,w)) + {(z,y, 2), (a,b,¢))
v (z,y, 2), (u,v,w), (a,b,c) € R3.

(k(z,y,2), (u,v,w)) = ((kx, ky, kz), (u,v,w)) = k(xu + 2yv + 3zw)
= k{(x,y,2), (u,v,w)) = z(ku) + 2y(kv) + 3z(kw)
= ((z,y, 2), (ku, kv, kw)) = {(z,y, 2), k(u, v, w))
Y (2,9, 2), (u,v,w) €ER* VEkeER.

>0 V(x,y,2) # (0,0,0)

2 2 2
x,Y,2),(x,y,2)) =x° 4+ 2y° + 32
(@,9,2), (2.9, 2)) Y {:O se e solo se (z,y,2) = (0,0,0)

e Associata al prodotto scalare (1), rispetto alla base ¢ = g1, 30,93 di R3, con g, =
(1,1,0),g2 = (0,1,1), g3 = (1,0, 1), & la matrice C = (¢;;) con ¢;; = (gi, gj), OvVvero
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e Volendo costruire una base ortonormale, rispetto a (, ), per S = Lin((1, —1,2), (0,1, —2)),
con il procedimento di Gram-Schmidt si ha

fi=(1,-1,2)

<(17_1>2)7( 2))
fo=1(0,1,-2) — <(1;l_172)’< 172? -(1,-1,2)
= (0,1,—2)—3-(1,—1,2) = R

(14,1, -2)

Dunque b = (1, —1,2), (1‘51, 5 Ig) e una base ortogonale per S, dalla quale, tramite le
quantita

||f1|| = \/<(1>_172)7 (17_172» = \/1_5

1l = <141 —9 141—2>_ 210
2= 15°15°15 ) '\ 15’ 15" 15 )/~ 15

si ottiene la base ortonormale b = (\/Lﬁ, = \/Lﬁ) <\/124T ol m)

Esercizio 2.
e [’applicazione

<a>:R2XR2—>R — _
ili '—><7L i>22$U+yU vIZL:(Q%y)al:(u’IU)EIRQ (2)

¢ un prodotto salare euclideo di R?; infatti:

)
((z,9), (u,0)) = ((u,0), (x,9)) Y (z,9), (u,v) € R,
B)
((2,9), (u,v) + (a,)) = ((z,y), (u+ a,v + b))

= 2(zu + xa) + yv + yb = 2zxu + yv + 2xa + yb
- <( 7y>7 u,v )) << ),(a,b)>
V (z,y), (u,v), (a,b) € R?.

7)

<k($,y), (U,U)) = <(k§ZL’, ky)? U,U) = k(QCCU +yv) = ]{?<(ZL‘,y), (U,,U))

) = (:C,y), (kuv kv)>
= ((z,9),k(u,v)) VEkeR.



>0 V(x,y)#(0,0)

((:v,y), (I>y)> = 2372 + y2 {: 0 se e solo se (ZE y) = (0 0)

Associata al prodotto scalare (2), rispetto alla base canonica e = &;,&; di R? ¢ la
matrice D = (d;;) con d;; = (&, €;), ovvero

D— (er,e1) (e1,é2) _ (20
(€2,€1) (E2,62) 0 1
Si noti che, rispetto al prodotto scalare (2), €1, é; sono ortogonali, €; non & un versore,
€2 € un versore.

La matrice associata prodotto scalare (2), rispetto alla base m = my,my di R? con
my = (1,1),my = (2, —1), ¢ la matrice R = (r;;) con r;; = (m;,m;), OVvero

we(fmmd ) - (03

r=(i2)

e la matrice del cambimento di base dalla base canonica alla base m, si ha anche

R = P!DP ovvero
33\ /1 1\/[2 0\/[1 2
39/ \2 —1 01 1 -1



