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Spazi metrici e topologici

1. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A un sottoinsieme di X. Verificare che le seguenti condizioni
sono equivalenti:

(a) A è aperto;

(b) ∀x ∈ A, esiste un disco Dε(x) tale che Dε(x) ⊆ A;

(c) ∀x ∈ A, esiste un aperto Vx tale che x ∈ Vx ⊆ A.

2. Sia (X, d) uno spazio metrico discreto. Determinare l’insieme dei suoi aperti A e per ogni x ∈ X
l’insieme D(x) dei dischi aventi centro in x.

3. Sia (X, d) uno spazio metrico. Si considerino le tre applicazioni dr, δ, ε : X ×X → R cos̀ı definite:

(a) dr(x, y) := rd(x, y), ∀x, y ∈ X (dove r > 0 è un numero reale fissato);

(b) δ(x, y) := d(x,y)
1+d(x,y) , ∀x, y ∈ X;

(c) ε(x, y) := min{1, d(x, y)}, ∀x, y ∈ X.

Verificare che dr, δ, ε sono distanze su X.

4. (a) Due metriche d e d′ su X sono dette topologicamente equivalenti [e si scrive d ∼ d′] se hanno
gli stessi aperti.
Per ogni x ∈ X si indichi con D(x) [risp. D′(x)] l’insieme dei dischi di centro x in (X, d) [risp.
(X, d′)].
Dimostrare che vale il seguente criterio di equivalenza topologica:
d ∼ d′ ⇔ ∀x ∈ X, sono verificate le due condizioni:

i. ∀D ∈ D(x), ∃D′ ∈ D′(x) tale che D′ ⊆ D;
ii. ∀D′ ∈ D′(x), ∃D ∈ D(x) tale che D ⊆ D′.

(b) Sia (X, d) un fissato spazio metrico. Verificare che le metriche dr, δ, ε definite nell’esercizio 3
sono topologicamente equivalenti [alla metrica d e quindi tra loro].

5. Dimostrare che ogni spazio metrizzabile e finito è discreto.

6. Assegnata una famiglia {Tα}α∈I di topologie su un insieme X, verificare che
⋂
α∈I Tα è una topologia

su X.
Dare invece un esempio di due topologie T1, T2 su un insieme X tali che T1∪T2 non sia una topologia.

7. Siano T e T ′ due topologie su un insieme X, con T strettamente meno fine di T ′. Dimostrare che
T non è una base della topologia T ′.

8. Sia S := {R; ∅; (−∞, a], ∀a ∈ R}.

(a) Verificare che S non è una topologia su R.

(b) Determinare la topologia T (S) generata da S e confrontarla con la topologia
iS = {(−∞, b) : b ∈ R} ∪ {∅} ∪ {R}.



9. Sia S := {(−∞, 1); (a, b), ∀a, b ∈ R : 0 < a < b}.

(a) Verificare che S è base di una topologia su R.

(b) Verificare che la topologia T su R generata da S è strettamente meno fine della topologia
euclidea su R.

(c) Per quali a ∈ R, (−∞, a) è un aperto di T ?

10. Trovare uno spazio topologico (X, T ) in cui ogni aperto sia anche chiuso, con T diversa dalla
topologia banale o discreta.
Se in uno spazio topologico ogni aperto è anche chiuso è altres̀ı vero che ogni chiuso è anche aperto?

11. Sia (X, d) uno spazio metrico discreto e {xn} una successione in X. Verificare che {xn} converge
in X ⇔ {xn} è definitivamente costante.

12. Def : Un punto x ∈ X si dice punto di accumulazione dell’insieme S ⊆ X se ogni intorno di x
contiene almeno un punto di S diverso da x, cioè se (N\{x}) ∩ S 6= ∅ per ogni intorno N di x.
L’insieme dei punti di accumulazione di S si chiama derivato di S e si denota con D(S).

Sia X uno spazio topologico. Dimostrare che X è discreto se e solo se per ogni sottoinsieme A
di X, D(A) = ∅.


