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1. LIMITI INDUTTIVI E LIMITI PROIETTIVI

Sia (I,<) un insieme parzialmente ordinato. Lo diremo filtrante
oppure diretto se per ogni i, j € I esiste k € [ talechei < ke j <k.

Sono esempi di insiemi parzialmente ordinati filtranti (Z, <), (R, <)
e P(X), I'insieme delle parti di un insieme X # (), rispetto alla relazione
C. Se z € X allora l'insieme U, dei sottoinsiemi U C X contenenti x
e filtrante rispetto alla relazione di contenimento D.

Possiamo considerare (I, <) come una categoria i cui oggetti sono gli
i € I e Hom(z, j) consiste di un solo elemento oppure ¢ vuoto a seconda
che i < j oppure i £ j.
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Un sistema induttivo in una categoria A indicizzato da (I,<) ¢ un
funtore covariante

F:(I,<)— A
Piu esplicitamente consiste del dato di oggetti F/(i) = A; € Ob(A), i €
I e di un morfismo F(i < j) = f;; :+ A; = A;j per ogni i < j in modo
che si abbia
fii = 14

per ogni ¢ € [ e un diagramma commutativo:

e

k

by

.
A

per ogni i < j < k. Il sistema induttivo {A;, fj; }ier si dira filtrante se
(I, <) e filtrante.

Se A = Ins, risp. (Ab, An, ecc.) parleremo di un sisterma induttivo
di insiemi (risp. gruppi abeliani, anelli commutativi, ecc.).

Una famiglia {¢; : A; — B}ie; di morfismi in A si dira compatibile
con il sistema induttivo se ¢ commutativo il diagramma:

A

[

B

per ogni i < j. Un famiglia compatibile {¢; : A; — A}ier si dice un
limite induttivo del sistema induttivo dato se per ogni altra famiglia
compatibile {1; : A; — B},cr esiste un unico morfismo y : A — B che
rende commutativi tutti i diagrammi seguenti:

4

fii

A; A

Un limite induttivo, se esiste, € unico a meno di isomorfismo unico, e
si denota

lim A;, oppure lim F'

et —
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Esercizio 1.1. Verificare che il limite induttivo di un sistema induttivo
di insiemi {A;, fj; }ier € 'insieme quoziente
. A

llI_I;l Az = —Hle_[ !
i€l -
in cui due elementi a; € A; ed a; € A; si considerano equivalenti se e
solo se esiste k € I tale che i <k, j <k e fr(a;) = frj(a;). Quindi in
particolare esiste.

Se {4, f;i} ¢ un sistema induttivo filtrante di gruppi abeliani (risp.
anelli commutativi) allora lim_, A; esiste, ma si costruisce in modo
leggermente diverso. Un caso particolare ¢ il seguente.

Esercizio 1.2. Sia {A;, f;i }ier un sistema induttivo filtrante di insiemi
(risp. gruppi abeliani, anelli commutativi) e supponiamo che esista S
(insieme, ecc.) tale che A; C S per ogni i € I e che per ogni i < j
I'applicazione (risp. omomorfismo) f;; : A; — A; sia un’inclusione.
Allora il limite induttivo esiste e si ha

i€l icl

Esercizio 1.3. L’insieme parzialmente ordinato (I, <) si dira discreto
se i £ j per ogni i # j. Se (I,<) e discreto un sistema induttivo
F:(I,<) — A & nient’altro che il dato di oggetti A; = F (i) € Ob(A).
Se A = Ins allora

lim F = H A,

- icl
Se A = Ab allora

- icl

La nozione duale ¢ la seguente. Sia (I, <) un insieme parzialmente
ordinato. Un sistema proiettivo in A indicizzato da (I,<) & un funtore
contravariante:

F:(I,<)— A
Pitt concretamente esso consiste di una famiglia di oggetti {F (i) =
A; € Ob(A)}ier e da un morfismo

per ogni ¢ > j in modo che f; =14, perognii € [ e
Jeifii = Jhi

per ogni k < j <.
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Se A = Ins, Ab, An parleremo di un sistema proiettivo di insiemi
(risp. gruppi abeliani, anelli commutativi) indicizzato da (I, <).

Una famiglia di morfismi {t; : B — A;}ier si dird co-compatibile con
il sistema proiettivo dato se € commutativo il diagramma:

B

N
fii

per ogni ¢ > j. Una famiglia co-compatibile {¢; : A — A;};e; si dice un
limite proiettivo del sistema proiettivo dato se per ogni altra famiglia
co-compatibile {1; : B — A;};cs esiste un unico ¢ : B — A che rende
commutativo il diagramma:

A

A

per ogni ¢ > j. Se un limite proiettivo esiste allora € unico, a meno di
isomorfismo unico, e si denota

el —
Esercizio 1.4. Il limite proiettivo di un sistema proiettivo {A;, fji}ier
di insiemi esiste ed e 'insieme

1(£nAZ- ={(s) € HAZ- : fji(si) = s; per ogni i > j}

Quindi mentre il limite induttivo & un quoziente dell’'unione degli A;,
il limite proiettivo ¢ un sottoinsieme del prodotto.

I limiti induttivi e proiettivi possono anche essere calcolati su sotto-
sistemi cofinali. Precisamente:

Definizione 1.5. Dato un insieme parzialmente ordinato (I, <) un suo
sottoinsieme J si dice cofinale se per ogni ¢ € I esiste 7 € J tale che
1< j.
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Lemma 1.6. Se {A;, fji}icr € un sistema induttivo di insiemi, gruppi
abeliant, ecc., e J C I e un sottoinsieme cofinale allora, se esistono,

lim A, = lim A,

el JjeJ
e
— —
el JjeJ
Dimostrazione. Esercizio O

Esempio 1.7. Sia Y uno spazio topologico e sia T la famiglia degli
aperti di Y. Allora (7,C) ¢ un insieme parzialmente ordinato. Un
funtore contravariante

F:T—A

& un prefascio su 'Y a valori in A.
Se B C T ¢ una base della topologia allora anche (B, C) € un insieme
parzialmente ordinato.

2. PREFASCI E FASCI

I1 concetto di fascio ¢ fondamentale in geometria algebrica. In questo
paragrafo raccogliamo alcuni fatti importanti di teoria dei fasci.

Sia Y uno spazio topologico e B = {U,};c; una base della topologia
di Y. Un prefascio di insiemi su B consiste di insiemi {F(U;)}ier ed
un’applicazione

Ui .
o F(U) — F(Uy)
per ogni inclusione U; C U;, in modo che si abbia:
° pgl = idF,) per ogni i € I.
U: 17, ) .
° Puipg} = pg; per ogni U, C U; C U;.
In modo simile si da la definizione di prefascio di gruppi abeliani

(risp. anelli commutativi) su B. Piu in generale un prefascio su B a
valori in una categoria A ¢ un funtore contravariante

(B,C) — A

Un prefascio di insiemi su B si dice un fascio su B se soddisfa la
seguente condizione:

(C) Se U € B e {Up}hen € un ricoprimento di U con aperti di B,
allora per ogni (s;,) € [], F(Us) tale che si abbia

U, U,
ool (k) = pgr (sk)
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per ogni Uy, € B contenuto in U, NUy, esiste un unico s € F(U)
tale che

PG, (5) = sn
per ogni h € H.

Se come base B si prende la famiglia di tutti gli aperti di Y allora si
parlera di prefasci e fasci su Y.

Proposizione 2.1. Supponiamo che B sia una base della topologia
dello spazio Y e F sia un prefascio di insiemi su B. Allora esiste
un unico prefascio di insiemi G su'Y tale che G(U) = F(U) per ogni
UeB. Se F éun fascio su B allora G é un fascio su'Y .

Dimostrazione. Per ogni aperto () ## U C Y definiamo

GU) = lim F(V)={(sv):pw(sv) =sw, YW cVic [[ F(V)

UDVeB UoveB

dove il limite & preso sul sistema proiettivo ({U; : U; € B,U; C U}, pg;)
Per ogni U’ C U la restrizione

pr: G(U) — G(U)

e 'applicazione indotta dalla proiezione:

II ro)— [ Fv)

UoveB U'oVeB

Si verifica subito che G € un prefascio e non e difficile dimostrare che
e un fascio se F ¢ un fascio. O

Definizione 2.2. Sia F un prefascio di insiemi sulla base B dello spazio
Y esia p € X. Definiamo la spiga di F in p come 'insieme:

Fp = lim F(U)

UeBy

dove il limite induttivo ¢ preso rispetto al sistema induttivo filtrante
B, di tutti gli aperti di B contenenti p, rispetto alla relazione O e
rispetto alle restrizioni p{. Gli elementi di F, si chiamano germi. Ad
ogni U € B, e ad ogni 0 € F(U) resta associato un elemento o, € F,,
chiamato il germe di 0. Se 7 € F(V') per un altro V' € B, allora o, = 7,
se e solo se esiste W € Bp tale che W C U NV e pY, (o) = ply (7).

Se F ¢ un prefascio di gruppi abeliani, di anelli, ecc. allora su F,
viene indotta una struttura di gruppo abeliano, di anello, ecc..
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3. ALCUNE NOZIONI SUI FASCI

Fissiamo uno spazio topologico Y con topologia T e siano F e G due
prefasci su Y, a valori in una categoria A. Un omomorfismo ¢ : F — G
e il dato di un morfismo:

eU): F(U) — G(U)

per ogni aperto U di Y, in modo che per ogni inclusione di aperti
V C U il seguente diagramma:

sia commutativo. Se pensiamo F e G come funtori contravarianti da
(T,C) ad A, allora I'omomorfismo ¢ ¢ nient’altro che una trasfor-
mazione naturale da F a G. In modo ovvio si definisce la composizione
di due omomorfismi di prefasci a valori in A:

Yop: F—>gG o

Supponiamo che A sia una delle categorie Ins, Ab. Dato un omomor-
fismo di prefasci ¢ : F — G per ogni p € Y resta indotto un morfismo
delle spighe in p:

op: Fp —Gp

che ¢ definito nel modo seguente. Sia 0, € F, e sia U C Y un in-
torno aperto di p tale che esista un rappresentante oy € F(U) di oy;
allora definiamo ¢,(0,) € G, come il germe di o(U)(oy) € G(U). E
immediato verificare che ¢,(0,) non dipende dalla scelta di U e di oy.
Definizione 3.1. ¢ : F — G si dice iniettivo (risp. suriettivo, biettivo)
se ¢, : F, — G, € iniettivo (risp. suriettivo, biettivo) per ogni p € Y.

Se p(U) ¢é iniettiva per ogni aperto U C Y diremo che F & un

sottoprefascio di G (sottofascio se F ¢ un fascio). Se p(U) & biettiva
per ogni aperto U C Y diremo che ¢ e un isomorfismo.

Utilizzeremo il seguente semplice:

Lemma 3.2. Sia F un fascio di instemi su'Y e U CY un aperto. Se
s,s' € F(U) sono tali che s, = s, per ogni p € U allora s = s'.

Dimostrazione. Per ipotesi, per ogni p € U possiamo trovare un
intorno aperto U, C U di p tale che pf (s) = p; (s'). Poniamo

op = pp, (s) = pp ()
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La famiglia {U, : p € U} & un ricoprimento aperto di U e le sezioni o,
soddisfano la condizione

Up Uy

Pu,nu, (0p) = Pu,nu, (o)
per ogni p,q € U tali che U, N U, # 0. Poiché F ¢ un fascio esiste un
unico o € F(U) tale che pgp (0) = o, per ogni p € U. Ma allora deve
essere 0 = s = §'. O

La proposizione seguente descrive una proprieta importante degli
omomorfismi.

Proposizione 3.3. Sia ¢ : F — G un omomorfismo iniettivo di pre-
fasci di insiemi, con F un fascio. Allora o(U) : F(U) — G(U) é

niettiva per ogni aperto U C Y, cioe F e un sottofascio di G.

Dimostrazione. Sia U C Y aperto e o,7 € F(U) tali che

e(U)(o) = oU)(1) € G(U)
Allora si ha anche

ep(op) = @(U)(0)p = @(U)(T)p = ¢(7p)

per ogni p € U. Per I'ipotesi di iniettivita deve aversi o, = 7, per ogni
p € U. Dal Lemma [3.2] segue che o = 7. O
Esempio 3.4. L’ipotesi che F sia un fascio e necessaria per la validita
della Proposizione [3.3] Si consideri ad esempio il prefascio su R cosi
definito: F(U) = {0} per ogni aperto U # R, F(R) = Z/27Z ¢ le
restrizioni sono le ovvie applicazioni. E evidente che F non & un fascio.
Sia inoltre G il prefascio costante G(U) = {0} per ogni aperto U C R.
Sia ¢ : F — G l'ovvio omomorfismo. Allora ¢ ¢ iniettivo perché
F, = {0} per ogni p € R, ma »(R) non ¢ iniettiva.
Proposizione 3.5. Se ¢ : F — G ¢ un omomorfismo iniettivo e suri-
ettivo di fasci allora ¢ € un isomorfismo, cioé p(U) € biettiva per ogni
vcy.

Dimostrazione. Sia U C Y aperto. Dalla Prop. segue che p(U)
¢ iniettiva.

Sia ¢ € G(U). Dalla suriettivita di ¢ segue che per ogni p € U
esistono un aperto U, C U contenente p e 1y, € F(U,) tali che

w(Up)(10,) = pi, ()
Siano p, ¢ € U tali che U, N U, # (. Allora si ha:

e(Up N Uq)[pgzrwq (Tu,)] = ngqu [p(Up)(10,)]

U,
= PUszq (:ng (o)) = pgmeq (o)
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e in modo simile si vede che:

Uq
e(Up N Uq)[pUmeq (tv,)] = ngqu (o)

Dalla prima parte della dimostrazione segue che

U, U,
pUZqu(TUp) = Pu,nu, (1v,)

Poiché F & un fascio esiste 7 € F(U) tale che py; (1) = 7y, per ogni
p € U,. Siha:

P, ((U)(7) = (Up) (o1, (7)) = 9(Up)(70,) = pi, (0)

Poiché o e ¢(7) hanno le stesse restrizioni ad ogni U, e poiché G ¢ un
fascio segue che o = (1), e quindi p(U) ¢ suriettiva. O

Un omomorfismo iniettivo e suriettivo di prefasci non ¢ in generale un
isomorfismo, cioe I'ipotesi che F e G siano fasci e indispensabile perché
valga la conclusione della Proposizione [3.5] Inoltre per la suriettivita
non vale un risultato analogo alla Proposizione [3.5] come mostrato dal
seguente esempio.

Esempio 3.6. Prendiamo Y = C e sia F = OF, il fascio dei germi di
fuzioni olomorfe, definito da

OLU)={f:U — C: folomorfa}

E evidente che O} ¢ un fascio di anelli commutativi. Consideriamo
I’'omomorfismo:
d: 0k — O

definito da: of
Notare che 9 & un omomorfismo di fasci di C-spazi vettoriali, ma non
un e un omomorfismo di fasci di anelli.

Sia p € C. L’anello locale O(}é’p puo essere identificato con ’anello
delle serie di potenze di z — p a raggio di convergenza positivo, e

a . h h
Op: O¢, — O¢,,

e la derivazione termine a termine. Poiché le serie possono essere inte-
grate termine a termine, 5p e suriettiva per ogni p € C. D’altra parte,
se U C C & un aperto non semplicemente connesso ed f € OL(U), in
generale f non ha una primitiva in U.

Ora introdurremo una costruzione che permette di associare in modo
funtoriale un fascio ad un prefascio.
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Teorema 3.7. Sia F un prefascio di insiemi su uno spazio topologico
Y. Esiste un fascio F* ed un omomorfismo iniettivo e suriettivo

e: F— F*
che & un isomorfismo se e solo se F ¢ un fascio. Il fascio F* e
l'omomorfismo € sono unici a meno di i.somorfismo unico.
Dimostrazione. Definiamo F7' nel seguente modo. Consideriamo:
W:HFP—>Y, Ty —> D
peY

Per ogni aperto U C Y definiamo F*(U) come il sottoinsieme di
{s:U—>H.7—"p:7rs:1U}

definito nel seguente modo: s € FT(U) se e solo se, per ogni p € U
esistono p € U, C U e o(p) € F(U,) tali che o(p), = s(z) per ogni
xz € U,.
E immediato verificare che F* & un prefascio e che e definito un
omomorfismo € : F — F*. Evidentemente €, : 7, — F," & biettivo.
FT e un fascio. Infatti sia {U;};c; una famiglia di aperti, U = U;e;U;
e s; € FT(U;) tali che

UZ' U,
pUimUj (Sl) = pUZﬂU]' (S]>
per ogni 7,7 € I. Salvo restringere gli aperti U; possiamo supporre che
s; € F(U;) per ogni i. Definiamo s € F*(U) ponendo s(x) = s;(x) se
x € U;. Questa definizione € ben posta e s soddisfa
Pgi(s) =S

per ogni ¢ € [.
L'unicita di F* segue dalla proposizione [3.5] O

Sia f : X — Y un’applicazione continua di spazi topologici e sia F
un prefascio su X. definiamo un prefascio f,F su Y ponendo
fF(U) = F(f7H(U))
I seguenti fatti sono di immediata verifica:

e Se F ¢ un fascio di insiemi allora anche f,F ¢ un fascio.
e Se ¢ : F — G e un omomorfismo di prefasci allora ponendo:

F@)U) = o(f7HU)) : F(F7HU) — G(fF(U))

si definisce un omomorfismo

folp) : fuilF — f.G
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e L’operazione f, cosi definita ¢ un funtore dalla categoria dei
prefasci su X alla categoria dei prefasci su Y.
e Se:
! g
X—Y—7
ed F e un prefascio su X, allora

(gf)*-/—: = g*(f*'F)

Una coppia (Y, Oy ) costituita da uno spazio topologico e da un fascio
di anelli si dice uno spazio anellato. Un morfismo di spazi anellati

(X, Ox) — (Y, Oy)

¢ una coppia (f, f¥) costituita da un’applicazione continua f: X — Y
e da un omomorfismo

fh:OY—)f*OX

E immediato verificare che con questa definizione gli spazi anellati costi-
tuiscono una categoria. Nel seguito scriveremo semplicemente f invece
di (f, f%) e denoteremo uno spazio anellato con il simbolo X omettendo
di indicare il fascio Ox se e chiaro dal contesto di quale fascio si tratti.

Lemma 3.8. Se f: X — Y ¢ un morfismo di spazi anellati allora per
ogni x € X resta indotto un omomorfismo di anelli:

fi : OY,f(:Jc) — Ox,x

Dimostrazione. Esercizio. O

Sia X uno spazio anellato. Se per ogni z € X I'anello Ox , ¢ locale,
chiameremo X uno spazio anellato in anelli locali.

Se X ed Y sono spazi anellati in anelli localied f : X — Y e un mor-
fismo, supporremo implicitamente che per ogni x € X 'omomorfismo
fi: Oy, =) — Ox, sia un omomorfismo locale, cioe che

FE(mys(@)) C Mx g

Esempio 3.9. La condizione che f? sia locale non & automaticamente
soddisfatta. E sufficiente prendere ¢ : A — B come un omomorfismo
non locale tra due anelli locali A e B e considerare X =Y = {p} lo
spazio costituito da un punto, f = identita, e f7 = .

NOTAZIONE: D’ora in poi, le sezioni di un prefascio F al di sopra
di un aperto U si denoteranno anche con I'(U, F), oltre che con F(U).
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4. ALGEBRA OMOLOGICA IN mod(A)

Sia A un anello (sottinteso commutativo con unita), e sia mod(A) la
categoria degli A-moduli. Se A = Z allora mod(Z) ¢ la categoria dei
gruppi abeliani e si denota con Ab. Diamo alcune definizioni.

e Un complesso (coomologico) di A-moduli & una successione di
moduli e omomorfismi:

M® e Mt 2 g P i O

tale che 9% - 9! = 0 per ogni i. I & si dicono omomorfismi di
cobordo. L’indice ¢ si dice il grado del corrispondente modulo.
Un complesso omologico si definisce in modo analogo, con la
differenza che gli omomorfismi abbassano il grado e si dicono
omomorfismi di bordo. 1T complessi omologici si denotano quindi
come:

Oi+1 0; 0i—1
M.Z Mi+1 Mz Mi—1—>'"

Noi considereremo prevalentemente complessi coomologici.
e Gli elementi del sottomodulo ker(9") si dicono cocicli e quelli di
Im(9"1) si dicono cobordi. L’i-esimo modulo di coomologia del
complesso M*® e

, ker(0*)
H(M®) = — 2
(M*) Im(0—1)
e M* si dice esatto in grado i se ker(9') = Im(9"'), cioe se

Hi(M*®) = 0. Diremo che M* ¢ aciclico se ¢ esatto in ogni grado.
In tal caso diremo anche che M*® e una successione esatta.
e Sia M un A-modulo. Un complesso della forma

K:0->K' 5 K'—» ...

si dice una risoluzione di M se esiste un omomorfismo € : M —
K°, detto aumentazione, tale che

0—+M— K> K'— ...

sia aciclico.
e Dati complessi M*, N*, un omomorfismo di complessi

F*:M*— N*®
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¢ una successione di omomorfismi {f* : M’ — N'},c7 tale che
il seguente diagramma

Mi 9 Mt

fil lfi+1

N 2k N+

sia commutativo per ogni i € Z. Con questa definizione i com-
plessi di A-moduli ed i loro omomorfismi costituiscono una cat-
egoria che verra denotata con KC(A). In questa categoria sono
definiti nuclei, conuclei, immagini, e il complesso nullo.

e Si verifica immediatamente che un omomorfismo f*®: M* — N*
induce omomorfismi

H(f*): H(M®) — H'(N®), i€Z

in modo funtoriale. Cioe per ogni ¢ € Z si ottiene un funtore
covariante:

H': K(A) — mod(A)
e [L’omomorfismo f*: M* — N°* si dice un quasi-isomorfismo se
H'(f*) ¢ un isomorfismo per ogni i € Z.

Esempio 4.1. Sia M un A-modulo e K*® una sua risoluzione con au-
mentazione € : M — K°. Possiamo identificare M con il complesso che
e 0 in tutti i gradi # 0 e uguale ad M in grado 0. Allora ’aumentazione
puo interpretarsi come un omomorfismo di complessi:

e:M— K*®

e la condizione che K*® sia una risoluzione si traduce nella condizione
che € sia un quasi-isomorfismo.

Il risultato elementare pitt importante riguardante i funtori H* ¢ il
seguente:

Teorema 4.2. Sia

0 L® M* N* 0

una successione esatta corta in K(A), cioé tale che

0 L M Nt 0

sia una successione esatta in mod(A) per ogni i. Allora sono definiti
omomorfismi:

§': H(N®) — H™YL*), icZ
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tali che la successione sequente sia esatta:
HY(N*) 2 Hi(L*) —— Hi(M*) —— H(N*) -2 ...
Dimostrazione. Esercizio. O

Definizione 4.3. Siano F'*, ¢* : M* — N°® due omomorfismi di comp-
lessi. Una omotopia tra f*® e g* € una successione di omomorfismi:

R M'— N1
tale che si abbia
g — =L pi i g
per ogni ¢ € Z.
MO 6 O a i

o 2o

Ni—L 9T i 9 i

Proposizione 4.4. Se esiste un’omotopia tra f* e ¢g°* allora
H'(f*) = H'(g")
per ogni i € 7.
Dimostrazione. Esercizio. O

Le definizioni e i risultati che abbiamo visto in questo paragrafo
possono essere ottenuti in modo puramente categorico, cioe utilizzando
solamente proprieta degli oggetti e degli omomorfismi che non fanno
riferimento agli elementi degli oggetti stessi. Tali proprieta possono
essere utilizzate come assiomi che definiscono una classe pit ampia di
categorie, chiamate categorie abeliane, tra le quali rientrano le categorie
mod(A) e nelle quali & possibile dare tutte le nozioni e i risultati di
algebra omologica che abbiamo dato.

Definizione 4.5. Una categoria abeliana ¢ una categoria A tale che:

e A possiede un oggetto nullo.

e Per ogni A, B € Ob(A), Hom(A, B) ha una struttura di gruppo
abeliano e la legge di composizione ¢ lineare.

e Le somme dirette finite esistono.

e Ogni morfismo ha un nucleo e un conucleo.

e Ogni monomorfismo ¢ il nucleo del suo conucleo, e ogni epimor-
fismo e il conucleo del suo nucleo.

e Ogni morfismo puo essere fattorizzato in un epimorfismo seguito
da un monomorfismo.
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Le seguenti categorie sono abeliane (alcune di queste verranno in-
trodotte piu avanti):

e Ab, la categoria dei gruppi abeliani.

e mod(A), la categoria de moduli su un anello A.

e Ab(X), la categoria dei fasci di gruppi abeliani su uno spazio
topologico X.

e mod(X), la categoria dei fasci di Ox-moduli su uno spazio anel-
lato (X, Ox).

e (QQcoh(X), la categoria dei fasci quasi-coerenti su uno schema
X

e Coh(X), la categoria dei fasci coerenti su uno schema X.
La seguente definizione svolgera un ruolo importante nel seguito:

Definizione 4.6. Sia F' : A — B un funtore covariante tra due cat-
egorie abeliane. Diremo che F' ¢ additivo se 'applicazione indotta da
F:

Hom(A, B) — Hom(F(A), F(B))
e un omomorfismo di gruppi abeliani. Un funtore additivo F' si dice
esatto se per ogni successione esatta

A—=B—=C
in A la successione
F(A) - F(B) = F(C)
e esatta in B. Diremo che F' ¢ esatto a sinistra (risp. esatto a destra)
se per ogni successione esatta corta in A:
0—+A—=-B—-C—=0
la successione in B
0— F(A) - F(B) = F(C)
e esatta (risp. la successione in B:
F(A) — F(B) - F(C) =0
¢ esatta). Si danno analoghe definizioni per funtori contravarianti. Pre-
cisamente, F' : A — B contravariante si dice esatto a sinistra (risp. a
destra) se per ogni successione esatta corta in A come sopra la succes-
sione in B
0— F(C)— F(B) = F(A)
(risp F(C) — F(B) — F(A) — 0) ¢ esatta. F' si dice esatto se
F(C)— F(B) = F(A)

¢ esatta in B per ogni A — B — (' esatta in A.
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E facile verificare che F' & esatto se e solo se ¢ esatto a sinistra e a de-
stra. Il funtore covariante additivo che utilizzeremo piu frequentemente
e

['(X,—): Ab(X) — Ab

che associa ad un fascio di gruppi abeliani su uno spazio topologico X
il gruppo abeliano delle sue sezioni globali.

5. FASCI FIACCHI E COOMOLOGIA

Sia X uno spazio topologico. Una successione di omomorfismi di
fasci:

FoooooaFaa>F = Fipr—
si dice esatta in grado i (o in F;) se la successione delle spighe
-F'i—l,:c — E,x — -E—f—l,ac

¢ esatta per ogni x € X. Diremo che F* ¢ esatta se lo ¢ in ogni .
Una successione esatta della forma:

O=+F—=G—->H—=0

si dira esatta corta.

Osservazione 5.1. Come si ¢ detto nel paragrafo[d] la categoria Ab(X)
e abeliana, e quindi la nozione di successione esatta si sarebbe potuta
dare anche in termini puramente categorici. Le due definizioni risultano
essere infatti equivalenti.

Proposizione 5.2. Se

0 Fog oy 0

e una successione esatta corta di fasci su X allora la successione delle
sezioni globali

0—= (X, F) 25 1(X, ) 2= T (X, H)
¢ esatta. In altre parole il funtore I'(X, —) € esatto a sinistra.

Dimostrazione. L'esattezza in I'(X, F) e gia stata dimostrata (Prop.
3.3). Resta da verificare L’esattezza in I'(X,G). Sia s € I'(X, G) tale
che fBx(s) = 0. Allora, per l'ipotesi di esattezza in G, esistono un
ricoprimento aperto X = {J,.;U; e 7, € I'(U;, F) tali che p(s) =
ay,(1;) per ogni i. Poiché:

av,nv; (P, (1) = Poow, (8) = avino, (P, (15))
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applicando ancora una volta la [3.3] si ottiene:
UZ' U,
Puinu; (1) = PUZnt (75)
Poiché F & un fascio esiste un’unica 7 € I'(X, F) tale che pj) (1) = 7
per ogni ¢ € I. Ora ax(7) ed s soddisfano:
P, (ax(1)) = av,(py, (7)) = av, (1) = py,(s)
per ogni i € I e quindi ax(7) = s. O
11 funtore T'(X, —) non & in generale esatto a destra e quindi non &
esatto (si veda l'esempio . Questo fatto ci porta ad introdurre le
nozioni che seguono.
Sia F un fascio su X. Diremo che F e fiacco se per ogni aperto
U C X la restrizione
I'X,F)—T(U,F)
¢ suriettiva.
Esempio 5.3. (a) Se f:Y — X ¢ un’applicazione continua e F & un
fascio fiacco su Y allora f,JF € un fascio fiacco su X.
(b) Se {F;}icr € una famiglia di fasci fiacchi di gruppi abeliani allora
la loro somma diretta @ F; ¢ fiacco.

D’ora in poi in questo paragrafo considereremo solo fasci di gruppi
abeliani.

Lemma 5.4. Sia
0 Fi Fo —— F3 0

una successione esatta di fasci su X.
(a) Se Fy é fiacco allora

1) 0—=TUF)—T(UF) "L rU,F) —0

e esatta per ogni aperto U C X.
(b) Se Fy ed Fy sono fiacchi allora Fs € fiacco.

Dimostrazione. (a) = (b). Consideriamo U C X aperto. Abbiamo
il diagramma commutativo:

T(X, ) — (X, Fs)
rw, %)~ rw, F)

in cui s ¢ suriettiva perché F» ¢ fiacco, ed r(U) ¢ suriettiva per la (a).
Quindi ¢ ¢ suriettiva, e quindi JF3 e fiacco.
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(a) Dobbiamo solo dimostrare la suriettivita di r(U), perché I'( X, —)
e esatto a sinistra. Non e restrittivo supporre U = X.

Sia 0 € I'(X, F3) e sia U C X tale che esista 7y € ['(U, Fz) tale
che r(U)(1y) = pi¥ (o). Prendiamo U massimale con questa proprieta
e facciamo vedere che U = X. Se cosl non ¢ esiste x € X \ U. Per la
suriettivita di r esiste un aperto W contenente x e Ty € I'(W, F2) tale
che r(W)(mw) = piy; (o). Consideriamo:

0 = phew (T0) = plow (Tw)
Poiché r(U N W)(n) = 0, per lesattezza a sinistra di I'(U N W, —)
possiamo supporre che n € T'(U NW, Fy). Esiste 57 € T'(X, F;) tale che
pisew (1) = n, perché Fy & fiacco. Poniamo:
Ty = Tw + piv (1)
Allora
pUew (Tiv) = puew (Tw) + Piaw () = piaw (T0)

Quindi 7j;, e 7y coincidono su U NW e quindi si incollano dando luogo
ad una sezione Ty € I'(U U W, F;) tale

r(UUW)(roow) = ppow (o)
contraddicendo la massimalita di U. ]

Sia F un fascio su X e consideriamo ’applicazione, gia considerata
nel corso della dimostrazione del Teorema 3.7

WZH.Fx—>X, Oy — T
zeX

Definiamo un prefascio D(F) ponendo:
DF)U)={s:U — H]-} s = 1y}

E immediato verificare che:

e D(F) € un fascio di gruppi abeliani. Lo chiameremo fascio dei
germi di sezioni discontinue di F.

e Esiste un omomorfismo canonico iniettivo F — D(F).

e D(F) e un fascio fiacco.

e Ponendo D' F) = D (coker[DI~Y(F) — DI(F)]) si definisce
una risoluzione di F con fasci fiacchi:

0— F — D*F)
dove

D*(F):0— D*(F) = DYF) = D*(F) — -+
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Questa risoluzione e univocamente individuata da F e verra
chiamata la D-risoluzione di F.

Queste osservazioni ci consentono di dare la seguente

Definizione 5.5. Sia ¢ > 0 un intero. L%i-esimo gruppo di coomologia
di X a coefficienti in F e

HY(X,F):= H((X,D*(F)))
dove
['(X,D*(F)): 0= T(X,D(F)) - (X;D'(F)) — -
¢ il complesso delle sezioni globali di D*(F).

Si osservi che questa definizione e ben posta perché D*(F) ¢ canoni-
camente individuata da F, e quindi gli H*(X, F) dipendono solo da X
e da F.

Proposizione 5.6. H/(X,—) ¢ un funtore covariante dalla categoria
dei fasci di gruppi abeliani su X alla categoria Ab dei gruppi abeliant,
per ogni j > 0.

Dimostrazione. Ad un omomorfismo di fasci f : F — G viene asso-
ciata univocamente un’applicazione:

F017—119

in modo ovvio. A sua volta f induce un omomorfismo di fasci D(f)
che rende commutativo il seguente diagramma:

F ——=D(F)
f[ lD(f)
G ——D(G)

[terando questa costruzione si arriva a determinare in modo unico un
omomorfismo di risoluzioni

D*(F) — D*(G)
il quale definisce
H/(f): H(X,F) — H'(X,G)
in modo funtoriale. O

Definizione 5.7. Un fascio F si dice aciclico se H(X,F) = 0 per
ogni i > 1.
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Proposizione 5.8. (a) HY(X,F) =T(X,F) per ogni fascio F su
X.
(b) I fasci fiacchi sono aciclici.

Dimostrazione. (a) Segue subito dall’esattezza a sinistra di I'(X, —).
(b) Supponiamo che F sia fiacco e consideriamo la sua D-risoluzione:

0—F —=D"F) —DYF)——---
Nella successione esatta:
(2) 0— F — D°F) - DF)/F —0

i primi due fasci sono fiacchi e quindi anche il terzo lo e per il Lemma
5.4(b). Procedendo induttivamente e applicando lo stesso argomento
alle successioni esatte:

(3)
0 — Im[D/~Y(F) = D’ (F)] = D/(F) — ker[D' ™ (F) — D/*(F)] = 0
deduciamo che i fasci Im[D? 1 (F) — D?(F)] e ker[DI T (F) — DIT2(F)]
sono fiacchi per ogni j > 1. Allora, per il Lemma (a) sono esatte
anche le successioni delle loro sezioni globali. Da cio segue facilmente
che il complesso:

0—I(X,F)—=T(X,D(F)) = T(X,D(F)) —---

e esatto. O
Abbiamo il seguente teorema:

Teorema 5.9. Sia:
0 Fi Fa F3 0

una successione esatta di fasci su X. Allora esistono omomorfismi di
qgruppi:

Hj(X7~F3>HHj+1(X7f1)7 .721
tali che la sequente successione sia esatta:
0— H'(X,F) = HY(X,F) - H (X, F3) = H' (X, F1) = H'(X, F) = - -

Dimostrazione. Gli omomorfismi tra i fasci della successione esatta
inducono omomorfismi tra le D-risoluzioni:

D.(Fl) — D.(.FQ) — D'(Jrg)

che sono definiti come nella dimostrazione della Proposizione E un
facile esercizio verificare che questi omomorfismi costituiscono una suc-
cessione esatta corta di complessi di fasci. Ora applichiamo il funtore
['(X, —). Otteniamo una successione di complessi di gruppi abeliani:

0 ——=I'(X,D*(F)) —=I'(X, D*(F) —= I'(X, D*(F;) —= 0
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Questa successione ¢ esatta per il Lemma (a). Ora possiamo appli-
care il Teorema [4.2] e ottenere la successione esatta dell’enunciato. O

Proposizione 5.10. Sia F un fascio di gruppi abeliani e

(4) 0—F— K*

una risoluzione di F con fasci aciclici. Allora
H'(X,F)=H(I'(X,K*"))

Dimostrazione. Per l'esattezza a sinistra di T'(X, —) 'affermazione &
ovvia per ¢ = 0. Dimostriamola per ¢ = 1. Spezziamo la risoluzione
in due successioni esatte:

(5) 0 F K N 0

0 N K! K?

Applicando il Teorema [5.9] alla prima deduciamo che la successione:

I'(X,K° —=T(X,N) —= HY(X,F) —=0

e esatta. Inoltre per l'esattezza a sinistra di I'(X, —) anche la succes-
sione:

0 ——TD(X,N) — (X, k') — (X, K?)

¢ esatta. Quindi H'Y(X,F) = HYT'(X,K*)). Ora procediamo per
induzione su 7 e supponiamo ¢ > 2. Dalla deduciamo

H"'(X,N) =~ H'(X,F)

e, per l'ipotesi induttiva applicata a N, otteniamo che H*" (X, N) ¢
I'(i — 1)-esimo modulo di coomologia di

0—T(X,K') - T(X,K?) — -
il quale & H(T'(X, K*)). O

La proposizione precedente ci dice che per calcolare la coomologia di
un fascio F non e necessario costruirne la risoluzione fiacca canonica,
ma e sufficiente risolvere F con fasci aciclici.

6. SCHEMI AFFINI: TOPOLOGIA

Se non altrimenti specificato si suppone assegnato un anello commu-
tativo unitario A, e si denota con

X = Spec(A) = {p C A:p ¢ un ideale primo}
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Quando un ideale primo p C A e pensato come elemento di X lo si
denota con il simbolo [p]. Viceversa si usa talvolta denotare con il
simbolo p, C A l'ideale primo corrispondente al punto x € X.

Per ogni S C A si pone:

V(S)={zeX:Scp,}CX
e per ogni Z C X si pone
I(Z)=()p.CA
z2€Z

I sottoinsiemi V'(S), al variare di S C A, costituiscono i chiusi di una
topologia su X che si chiama topologia di Zariski.

I chiusi della forma V(f), f € A, si dicono chiusi principali; i loro
complementari, cioe gli aperti della forma

Up:=X\V(f)={reX:f¢v}

si dicono aperti principali.

Esercizio 6.1. Dimostrare le affermazioni seguenti:

(1) V(S) =V((9)) per ogni S C A.

(2) V(I(Z)) = Z per ogni Z C X.

(3) I(V(a)) = v/a per ogni ideale a C A.

(4) V(a) = V(1/a) e, per ogni a,b C A ideali, si ha:

V) cVe)ebcvaesVbcva

(5) I({z}) =p, per ogni z € X.

(6) Us DUy & g€ /(f)
Esercizio 6.2. Sia S C A. Dimostrare che le seguenti condizioni sono
equivalenti:

(i) La famiglia di aperti principali {U; : f € S} € un ricoprimento

di X.
(i) (5) = (1).
(iii) Esistono fi,...,f, € Segi,...,g, € A tali che

Esercizio 6.3. Dimostrare le seguenti affermazioni:
(a) X & compatto.
(b) Gli aperti principali sono compatti.

Definizione 6.4. Un sottoinsieme chiuso Z C X si dice irriducibile se
non esistono chiusi non vuoti V, W C X tali che

Z=VUW, VCZ2OW
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Proposizione 6.5. Sia z € X. Allora la chiusura {z} = V(p,) ¢
irriducibile.  Viceversa, ogni sottoinsieme chiuso irriducibile di X ¢
della forma V (p) = [p| per qualche ideale primo p C A.

Dimostrazione. Sia Z = {z} e supponiamo che si abbia Z =V UW
con V, W chiusi. Possiamo supporre che z € V. Allora V' & un chiuso
tale che € V C {z} e quindi V = {z}.

Viceversa supponiamo che Z C X sia un chiuso irriducibile. Sia
a=1(Z) esiano f,g € A tali che fg € a. Allora si ha:

ZCV(fg)=V(HUV(g)

Poiché Z ¢ irriducibile deve essere Z C V (f) oppure Z C V(g), il che
implica f € a oppure g € a, e quindi a & primo e Z = V (a).
U

Corollario 6.6. L’applicazione p — V(») = [1] & una biezione tra
Spec(A) e la famiglia dei sottoinsiemi chiusi irriducibili di X. Il punto
[p] si dice punto generico di V(p).

Dimostrazione. Esercizio. O

Se y € {z} diremo che y ¢ una specializzazione di x e x ¢ una
generalizzazione di y. Chiameremo x punto generico di {x}.

7. SCHEMI AFFINI: FASCIO STRUTTURALE

11 modo pin semplice per definire il fascio strutturale su X = Spec(A)
e quello di utilizzare la base B costituita dagli aperti principali e definire
un fascio Ox su B. Si procede nel modo seguente.

Per ogni aperto principale Uy, f € A, poniamo
F<Uf7 OX) = Af

dove Ay ¢ la localizzazione di A nel sistema moltiplicativo { f",n > 0}.
Se U, C Uy allora g € \/(f) e quindi ¢ = bf per qualche m > 1 e
b € A. Allora possiamo definire:

a ab™
fn gnm
Questa definizione non dipende dalla scelta di b ed m. Se Uy = U, allora
pg e p‘;’f sono univocamente definite e inverse una dell’altra. Quindi si

ngAf—>Ag,
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possono identificare A; ed A,. Inoltre ¢ immediato verificare che se
U, C Uy C U}, allora si ha un diagramma commutativo:

&

AQ

Quindi il dato I'(Uy, Ox) = Ay e pg come sopra definisce un prefascio
Ox di anelli su B. Ora abbiamo il seguente

Ay A

Lemma 7.1. Il prefascio Ox su B é un fascio su B.

Dimostrazione. Supponiamo che si abbia Uy = (J,; Uy,. Dobbiamo
dimostrare le due seguenti affermazioni:

(a) Se s € I'(Uy, Ox) soddisfa p}l(s) = O per ognii € [ allora s = 0.
(b) Se (s;) € [[,T'(Uy,, Ox) soddista pf{fj(si) = pgfj(sj) allora es-
iste s € ['(Uy, Ox) tale che pﬁ(s) =s; per ognii € I.

Poiché U; ¢ compatto possiamo supporre che I sia finito. Inoltre,
restringendo il prefascio Ox a Uy = Spec(Ay) possiamo sostituire Ay
con A e quindi supporre f =1, cioe Uy = X.

La condizione X = |J,.; Uy, € equivalente a

i€l
(fi:iel)=(1)=A
cioe all’esistenza di a; € A tali che ) .a;f; = 1. Inoltre, essendo

Upn = Uy, per ogni n > 0, si ha anche

X =Jup

el

per ogni n > 1, e quindi esistono b; € A, dipendenti da n, tali che
(6) dobifi=1

Dimostriamo (a). Sias € I'(X, Ox) = Ala cui immagine in I'(Uy,, Ox ) =
Ay, sia 0 per ogni ¢ € I. Poiché I ¢ finito esiste n > 0 tale f's = 0 per
ogni i € I. Siano b; soddisfacenti la (6]). Allora:

s=1s= (Zb,fﬁ) SZZbi(finS) =0

Dimostriamo (b). Poiché I ¢ finito possiamo scrivere

a;
S; =

o
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con un n indipendente da ¢. Per ipotesi

fi aq fi a; ..
PL.1; (7) = Phi; (7) Vi,jel
J fz J fj

Cio significa che esiste m > 0 (che, per la finitezza di I, puo essere
scelto indipendente da i, 7) tale che

(fifi)"(fi'a;i — fi'a;) =0
Questa identita puo essere cosi riscritta:
i (fra) = £ (f )
fila;

Poiché s; = e possiamo sostituire n + m con n e f/"a; con a;

K3
nell’identita precedente e riscriverla nella forma:
n _ n
f} a; = fl'a;

per ogni i,j € I. Ora poniamo s = Zj bja;, dove i b; sono come nella
@. Allora abbiamo:

fls=fl (Z bjaj> = bi(flay) = (Z bjf;) a; = a;
J J J

e questo significa che p} (s) = s; € Ay, O

Ora basta applicare la Proposizione per concludere che esiste su
X un fascio che coincide con Ox su B e che denotiamo con lo stesso
simbolo Ox. Lo chiameremo il fascio strutturale su X.

La spiga su z € X = Spec(A) del fascio strutturale Ox verra deno-
tata con Ox,. Per definizione:
OXJ = llI_I}l F(U, Ox)
xzeU
Si osservi che il limite induttivo e preso rispetto al sistema induttivo
filtrante degli aperti contenenti = ordinato per O (invece che per C).

Proposizione 7.2. Per ogni x € X si ha:
Ox. = Ay,
In particolare Ox ., € un anello locale per ogni v € X.
Dimostrazione. Utilizzando il Lemma [L.6] abbiamo:

Ox. = lim Ay
fEp,
Se A ¢ integro allora tutti gli Ay sono contenuti nel campo dei quozienti
Q(A) e tutte le restrizioni sono inclusioni; il limite induttivo coincide
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con la loro unione e consiste di tutti gli elementi della forma % al variare

di f € A\yp, eac A Pertanto coincide con Ay . Se A non ¢ integro
la dimostrazione e simile ma un po’ piu complicata. 0

Esempio 7.3. Domini d’integrita. Supponiamo A un dominio. Il
punto generico [(0)] € X = Spec(A) verra denotato con n. Tutti gli
Ay sono contenuti in QQ(A) cosi come tutti gli anelli locali Ox,. In
particolare
Ox, = Q(A)

e va pensato come il campo delle “funzioni razionali” su X. Se con-
sideriamo un elemento f € A come una funzione generalizzata su X,
gli f € p sono le funzioni che si annullano in [p]. Pertanto Ox p = Ay
consiste di tutte le funzioni razionali, cioe gli elementi di Q(A), che
sono regolari in [p|, cioe il cui denominatore non si annulla in [p].

Lemma 7.4. Se f € A allora:
(7) DUy, Ox) = Ap =[] 4
fép

Dimostrazione. L’inclusione C e ovvia. La D segue dalla seguente
catena di implicazioni:

geﬂAp:g¢Up:>Uf§Ug:>f€\/@
fép fép

e quindi per qualche b € A, m > 0 si ha f™ = bg. Ma

ab a a

- = -c Ay

f"=bg= 0=
™ g g

O

Sia U = X \ V(a) un aperto; possiamo supporre a = y/a. Allora
utilizzando il Lemma si ha:

T(U,0x) = lim A; = ()4,

Uscu fea
=[N 4] =N 4,
fea fép zeU

Questa descrizione dice che I'(U, Ox) consiste di tutte le funzioni
razionali che sono regolari in ogni punto di U. In particolare:

I['X,0x)=A
Se A =k[Xy,...,X,] dove k & un campo poniamo:
» = Spec(A)
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e chiamiamo A} I'n-spazio affine su k.

Esempio 7.5. Domini a ideali principali. 1 punti di X = Spec(A)
sono 7, il punto generico, e gli ideali primi non nulli, che sono tutti
principali. I chiusi sono tutti della forma V'(f) e quindi tutti gli aperti
sono principali. In questo caso rientra A' := Spec(k[X]), dove k & un
campo: ¢ la retta affine su k. Un altro esempio e Spec(Z).

Un altro caso particolare si ha quando A & un dominio di valutazione
discreta. In questo caso

Spec(A) = {n, [m]}

dove m C A e I'ideale massimale e I'unico punto chiuso di X.

Esempio 7.6. Sia A = k[t]/(t™), dove k & un campo, ¢t un’indeterminata
en > 2. X = Spec(A) consiste di un solo punto perché A & un anello
locale artiniano. L’anello I'(X,Ox) = A contiene 1'elemento ¢ che &
# 0 ma che si annulla nell'unico punto di X.

8. LA CATEGORIA DEGLI SCHEMI AFFINI

Uno spazio anellato (X, Ox) si dice uno schema affine se esiste un
anello commutativo A tale che (X, Ox) sia isomorfo, come spazio anel-
lato, a (Spec(A), Ospec(a))-

Sia ¢ : A — B un omomorfismo di anelli. Poiché ¢~*(p) C A ¢ un
ideale primo per ogni ideale primo p C B, otteniamo un’applicazione:

“p : Spec(B) — Spec(A), [p] — [0 1 (p)]
Proposizione 8.1. L’applicazione “p é continua.

Dimostrazione. Basta verificare che %o~ (U,) C Spec(B) ¢ aperto
per ogni a € A. Ma:

Yo (Ua) = {y € Spec(B) : “p(y) € Us}
={y € Spec(B) : a ¢ ¢ ' (0,)} = Upp()

Ora associamo a ¢ : A — B un morfismo di spazi anellati:
(f7 fﬂ) : (Spec(B), OSpec(B)) — (SpeC(A)7 OSpec(A))
nel modo seguente. Poniamo f = %y : Spec(B) — Spec(A). Definiamo
fh : OSpec(A) — f*OSpec(B)

sugli aperti principali nel modo seguente. Sia U, C Spec(A) un aperto
a, ,—1

principale. Allora f~1(U,) = “¢~ " (Us) = Uy(a) € quindi
f+Ospec(B)(Ua) = Ospec()(Up(a)) = By(a)
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Allora
fH(Ua) : Ao = T(Us, Ospec(a)) — T(Uas f+O8pec()) = Byp(a)

e 'omomorfismo naturale indotto da ¢ : A — B. Otteniamo in questo
modo un omomorfismo di B-fasci. In modo naturale possiamo esten-
derlo ad un omomorfismo f% di fasci.

Viceversa, dato un omomorfismo di schemi affini:

f = Spec(B) — Spec(A)
viene indotto un omomorfismo

0= fh(Spec(A)) : A =T(Spec(A), Ospec(a)) — T'(Spec(A), fiOspec(n)) = B

E immediato verificare che il morfismo di spazi anellati Spec(B) —
Spec(A) indotto da ¢ e proprio f.
Pertanto deduciamo da quanto precede che:

Teorema 8.2. La categoria (Aff) degli schemi affini é isomorfa ad
(An)°, la duale della categoria degli anelli commutativi.

Esercizio 8.3. Sia A = Z x Z, con le operazioni definite componente
per componente. Si verifichi che, se p,¢ sono numeri primi, l'ideale
(p) x (¢) non & primo in Z x Z mentre (p) X Z e Z x (q) lo sono. Si
deduca che

Spec(A) = Spec(Z) H Spec(Z)
dove le inclusioni f; : Spec(Z) — Spec(A) sono i morfismi indotti

dalle proiezioni
T . A—> Z, 1= 1, 2

9. SCHEMI

Definizione 9.1. Uno schema ¢ uno spazio anellato in anelli locali
(X, Ox) che possiede un ricoprimento con aperti {U; };c; tale che (U;, Ox|u,)
sia uno schema affine per ogni 7 € I.

Definendo i morfismi di schemi come i loro morfismi come spazi anel-
lati in anelli locali, gli schemi costituiscono una categoria, che denoti-
amo con (Sch).

Gli schemi affini sono schemi. Ogni aperto U di uno schema affine
X, dotato del fascio Ox |y, ¢ uno schema perché U puo essere ricoperto
con aperti principali di X, che sono schemi affini. In generale un tale
schema U non e affine.

Se f: X — Y e un morfismo di schemi, diremo che X ¢ un Y-
schema, oppure uno schema su Y. Se Y = Spec(A), diremo che X &
un A-schema.
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Esercizio 9.2. Sia f : X — Y un morfismo di schemi e sia x € X.
Dimostrare che f induce un omomorfismo locale di anelli locali:

£ Oy pw) — Oxy
in modo funtoriale, cioe compatibile con la composizione di morfismi.

Diamo ora un esempio di schema che non ¢ affine.

Esempio 9.3. Lo spazio proiettivo Py, n > 1.
Lo descriveremo come 1'unione di n + 1 copie Uy, ..., U, di

Az = Spec(Z[Y1, ..., Y,])

Introduciamo indeterminate X, ..., X,, e definiamo

X, X,
U = Spec (7 |22, 2
pec( [Xz- XD

L’identificazione di U; con U; lungo U; N U; avviene tramite 'identita
tra gli anelli:

7 Xo Xo Xi| [ Xo X, X;
XU XX, = XX, X,
Sostituendo Z con un campo k otteniamo lo spazio proiettivo P} su
k.

Esempio 9.4. Consideriamo indeterminate Xy, X1,...,X, e il sot-
toanello B = k[X7', ..., XF'] del campo k(X,...,X,). Allora

Spec(B) = (k*)"*!
Consideriamo gli n + 1 sottoanelli:
By =k[X; ' Xy, ..., XX,
By =k[X['X,, ..., XX,
By = k[X;' Xy, ..., X' X,
oo By =KX X, .., XX ]

Ognuno di essi e isomorfo ad un anello di polinomi in n indeterminate
e quindi

Spec(B;) = k"
Le inclusioni B; C B inducono inclusioni aperte (k*)™ C k™. Non e
difficile verificare che il pit piccolo sottoanello di B contenente B; e B;
e
Bij =k[X; X, X7 X, XX = KIXGX X X, XX

e quindi
Spec(B;) D Spec(B;;) C Spec(B;),



30 GE510 A.A. 2016/2017

Da queste relazioni segue facilmente che gli n+1 spazi affini Spec(By), . . ., Spec(B,,)
coincidono a due a due lungo gli Spec(B;;). La loro unione ¢ P.

10. SCHEMI E PREVARIETA
Diamo alcune definizioni.

Definizione 10.1. Uno schema X si dice ridotto se I'(U,Ox) € un
anello ridotto, cioe privo di elementi nilpotenti, per ogni aperto U C X.
Diremo che X ¢ irriducibile se lo € come spazio topologico, cioe se non
e unione di due sottoinsiemi chiusi propri e non vuoti.

Lemma 10.2. Sia X uno schema, Z C X wun sottoinsieme chiuso e
irriducibile. Allora esiste un unico z € Z tale che Z = Z.

Dimostrazione. Sia U C X affine tale che ZNU # (. Se z € Z &
denso in Z allora z €e UNZ e ZNU C Z. Viceversa, se z € UNZ ¢ tale
che ZNU C z allora Z = Z. Pertanto il lemma segue dal Corollario
6.6l O

Un’altra definizione che ci servira e la seguente.

Definizione 10.3. Sia £ un campo. Un k-schema X si dice di tipo
finito su k se X possiede un ricoprimento finito con aperti affini U =
{U; = Spec(A;)} tali che ogni A; sia una k-algebra di tipo finito.

Sussiste la seguente

Proposizione 10.4. Un k-schema X é di tipo finito se e solo se per
ogni aperto affine U = Spec(A) C X la k-algebra A e di tipo finito.

Dimostrazione. Esercizio. O

Sia k£ un campo. Con il termine k-prevarietd intenderemo una k-
varieta quasi-proiettiva come definita nel corso di Geometria Algebrica
1. Quindi una k-prevarieta X €& un sottoinsieme localmente chiuso
e irriducibile dello spazio proiettivo P, per qualche r. Una tale X
puo essere dotata di un fascio di anelli Oy, il suo fascio strutturale,

definendo:
(U, O0x) ={f € K(X) : f & regolare in ogni punto di U}

In questo paragrafo vogliamo stabilire che relazione esiste tra k-schemi
e k-prevarieta nel caso di un campo algebricamente chiuso. Pertanto in
questo paragrafo d’ora in poi supporremo che k = k sia algebricamente
chiuso.

Sia X una k-prevarieta. Associamo ad X un k-schema (X', Oy) nel
modo seguente. Ad ogni sottoinsieme irriducibile W C X di dimen-
sione positiva associamo un simbolo [W] e definiamo X come 1'unione
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di X con tutti questi simboli. Per ogni aperto U C X sia U* C X
I'unione di U e di tutti i [W] tali che U N W # 0. Allora si verifica
facilmente che i seguenti fatti sono veri:

(a) (Ua Ua)* = Ua U;
(b) (Ui NU,)* = Uy NU;.
(c) UrNX =U.

Quindi 7x = {U*} & una topologia su X che per restrizione induce
la topologia di Zariski Ty su X. Inoltre la corrispondenza

U—U*

¢ una biezione tra Tx e Ty. Sinoti che X ed X non sono omeomorfi in
quanto i loro insiemi sostegno non si corrispondono biunivocamente.
Ora definiamo un fascio di anelli Oy su X ponendo:

LU*, Or) =T(U,Ox)
per ogni aperto U C X. Allora:
Lemma 10.5. (X,0x) ¢ un k-schema ridotto e irriducibile.
Dimostrazione. Esercizio. 0

Consideriamo ora un morfismo di k-prevarieta F': X; — X5. Esten-
diamolo ad un’applicazione:

.FIXl—>X2

ponendo F = F su X e, per ogni W C X irriducibile di dimensione
positiva:

_JF(W)  se F(W) ¢ un punto
QWD_{WMN se dim(F(W)) > 0

Se Uy C X, si verifica subito che
FoHU5) = P’
e quindi F e continua. Infine, per ogni aperto Uy C X,, definiamo
L(Us,Ox,) — T(F1(Uy), Ox,)
come la composizione degli omomorfismi seguenti:
L(Us, Ox,) = T(Uz, Ox,) = T(F~H(U), Ox,) = T(F(U3), Ox,)

Si definisce cosi un omomorfismo Oy, — F.Ox, e pertanto abbiamo
associato ad F' un morfismo F : X} — A5. In conclusione abbiamo
dimostrato:
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Proposizione 10.6. La costruzione precedente definisce un funtore
covariante:

(k-prevarieta) — (k-schemi ridotti irriducibili di tipo finito)

E possibile dimostrare che il funtore che abbiamo definito € un iso-
morfismo di categorie. Si rinvia a [B] per i dettagli. Di conseguenza
possiamo in sostanza identificare le due categorie. Per questo motivo
d’ora in poi un k-schema ridotto irriducibile e di tipo finito su k alge-
bricamente chiuso verra chiamato una k-varieta.

Utilizzando la Proposizione [10.6| possiamo introdurre la nozione di
dimensione di una k-varieta X definendola uguale a quella della cor-
rispondente k-prevarieta. La denoteremo con dim(X). Se dim(X) =1
(risp. dim(X) = 2) chiameremo X una curva (risp. una superficie).

11. MORFISMI DA UNO SCHEMA AD UNO SCHEMA AFFINE

E facile descrivere i morfismi da uno schema qualsiasi a valori in uno
schema affine, come mostra la proposizione che segue.

Proposizione 11.1. Sia (X,Ox) uno schema e Y = Spec(A) uno
schema affine. Allora l’applicazione naturale

® : Hom(X,Y) — Hom(A, Ox (X)), (f, ) — f4Y)
e una biezione.

Dimostrazione. Sia {U,};er un ricoprimento affine di X. Per quanto
visto nel paragrafo [§] la corrispondenza
Hom(U;,Y) — Hom(A, Ox(Uj;))
e una biezione. Inoltre per ogni 7,7 € I abbiamo un diagramma com-

mutativo:

Hom(U;,Y) Hom(4, Ox(U;))

| |

I’IOHI([]Z N Uj, Y) —_— HOHI(A, Ox(Ul N Uj))

Dato ¢ € Hom(A, Ox (X)), gli restano associati omomorfismi

X

P
0ii A—2= Ox(X) —= Ox(U))

Ogni ¢; induce un morfismo *p; : U; — Y, e due tali morfismi coin-
cidono su ogni U; N U; affine, per il diagramma precedente. Quindi la
famiglia {“p;} si incolla dando luogo ad un morfismo f: X — Y. Per
costruzione ®(f) = ¢ e pertanto ¢ ¢ suriettiva.



GE510 A.A. 2016/2017 33

D’altra parte, se ®(f) = ®(g) =: ¢ e f # g, cioe se esiste x € X tale
che f(x) # g(x), sia i € I tale che x € U;. Allora sia fjy, che gy, sono
determinati da ¢;, una contraddizione. U

Due casi particolari della proposizione sono degni di nota.

Corollario 11.2. (i) Spec(Z) é un oggetto finale per la categoria
(Sch).

(ii) Ogni schema X possiede un morfismo canonicamente definito:
X — Spec(Ox (X))

Dimostrazione. (i) Per ogni anello R esiste un unico omomorfismo

7 — R.
(ii) L’omomorfismo ¢ quello indotto dall’identita Ox(X) = Ox(X).
O

Esempio 11.3. Se X = Spec(K), con K campo, il morfismo
X — Spec(Z)

manda 'unico punto di X nel’ideale generato dalla caratteristica di K.

Esercizio 11.4. Sia A — B un omomorfismo di anelli, e sia
Y = Spec(B) — Spec(A) = Z

il corrispondente morfismo di schemi affini. Sia X — Z un Z-schema.
Dimostrare che l'applicazione ¢ della Proposizione [11.1] induce una
corrispondenza biunivoca

Homy(X,Y) — Homyu (B, Ox (X))

12. PRODOTTI FIBRATI

Sia A una categoria e X € Ob(A). Ponendo:
hx (A) = HOHIA(A, X)

hx(f): hx(B) — hx(A), gr—g-f

si definisce un funtore contravariante:
hx : A— Ins

che & chiamato il funtore rappresentabile (contravariante) definito da
X. In modo analogo si definisce il funtore rappresentabile (covariante)
definito da X

¥ A — Ins
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ponendo h*(A) = Hom(X, A) per ogni A € Ob(A). Pitl in generale, si
dice rappresentabile un funtore covariante (risp. contravariante)

F:A— Ins

che & isomorfo ad h* (risp. hy) per qualche X € Ob(A). Diremo in
tal caso che F' e rappresentato da X ovvero che X rappresenta F'.

I funtori rappresentabili sono generalmente definiti da qualche pro-
prieta/costruzione per la quale esiste un oggetto universale: sara questo
oggetto a rappresentare il funtore.

Consideriamo in A un diagramma:

Y

|

X—Z

ed il funtore che associa a T' € Ob(.A) le coppie di morfismi (f,g) €
Hom(T, X') x Hom(T',Y') che rendono commutativo il diagramma:

T2y

I

X —Z

Un oggetto che rappresenta questo funtore, se esiste, ¢ unico a meno
di isomorfismo unico; esso viene chiamato prodotto fibrato relativo al
diagramma dato e si denota X Xz Y. Se A possiede un oggetto finale
F e Z = F allora X xzY sichiama prodotto di X per Y e si denota
X xY.

La nozione duale e quella di coprodotto fibrato.

Esempio 12.1. I prodotti fibrati e i coprodotti fibrati sono casi par-
ticolari di limiti proiettivi e di limiti induttivi. Sia € : (I, <) — A un
sistema induttivo. Gli possiamo associare il funtore covariante

Fe: A— Ins
che associa a B € Ob(A) I'insieme F¢(B) costituito da tutte le famiglie
{¢: A; —» B}

compatibili con &. Se il limite induttivo lim_, £ esiste allora rappresenta
il funtore Fr.

Considerazioni analoghe possono farsi per i limiti proiettivi (in questo
caso si ha un funtore contravariante rappresentabile se il lim,_ £ esiste).
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Proposizione 12.2. [l prodotto tensoriale di algebre ¢ il coprodotto
fibrato nella categoria degli anelli. Dualmente nella categoria degli
schemi affini si ha:

Spec(B) Xgpec(a) Spec(C) = Spec(B ®4 C')
per ogni coppia di A-algebre B, C.

In realta vale una proprieta piu generale e cioe che Spec(B®4 C) ¢ il
prodotto fibrato nella categoria degli schemi. Questo puo essere visto
facilmente utilizzando 1'esercizio [11.4]

Infine, utilizzando ricoprimenti affini e la proposizione precedente,
si dimostra che nella categoria degli schemi i prodotti fibrati esistono.
Per dettagli si rimanda al testo [5].

Esempio 12.3. Tra i pitu importanti esempi di prodotti fibrati tro-
viamo le fibre di un morfismo. Supponiamo assegnato un morfismo
f:X =Y dischemi. Siay €Y esia k(Y) = Oy, /m il campo residuo
del punto. Sia

Spec(k(y) — Y
il morfismo definito mandando in y 'unico punto di Spec(k(y)) e de-
finendo

Oy — Ospec(k(y))
come l'ovvio omomorfismo. La fibra di f al di sopra del punto y e per
definizione il prodotto fibrato

fH(y) := Spec(k(y)) xy X
definito dal diagramma:

Spec(k(y)) xy X —= X

| |

Spec(k(y)) Y

13. COOMOLOGIA DEGLI SCHEMI AFFINI

Se X e uno schema, un fascio di Ox-moduli F si dice un fascio
algebrico. Sia A un anello, M € mod(A) ed X = Spec(A). Definiamo

un fascio algebrico Msu X = Spec(A) definendolo sulla base B degli
aperti principali nel modo seguente:

F(Uf,M) = Mf

Si verifica senza difficolta che in questo modo si ottiene un fascio su
B il quale si estende ad un fascio su X nel modo usuale (Prop. [2.1)).

Un fascio algebrico della forma M si dice quasi-coerente. Se M € un
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A-modulo di presentazione finita, cioe puo essere descritto mediante
una presentazione della forma:

A" — A" — M =0

allora M si dice coerente.

Se X e uno schema, un fascio algebrico F su X si dice quasi-coerente
(rispettivamente coerente) se esiste un ricoprimento affine ¢ di X tale
che Fjyy sia quasi-coerente (risp. coerente) per ogni U € U. Ricordiamo
che Fi ¢ la restrizione di F ad U, cioe il fascio algebrico su U definito
da

IV, Fly) = D(V, F)

Il risultato principale riguardante la coomologia dei fasci algebrici su
una varieta affine e il seguente

Teorema 13.1 (Serre). Se X ¢ una varieta affine ed F un fascio
algebrico quasi-coerente su X allora

HI(X,F)=0 perognij>1

Questo teorema puod essere dimostrato in diversi modi. In [3] si da
la dimostrazione nel caso in cui A € noetheriano, utilizzando proprieta
dei moduli iniettivi su A. Qui seguiremo un metodo diverso, dovuto a
Kempf, che consente di evitare 'ipotesi di noetherianita. Ci occorrono
alcune premesse.

Sia X uno spazio topologico ed F € Ab(X) un fascio di gruppi
abeliani. Fissato un aperto U C X definiamo un nuovo fascio yF
ponendo

LV, yF)=T(VNnU,F)=T(UNV, Fu)
per ogni aperto V' C X; le restrizioni sono definite nel modo ovvio. Se

denotiamo con j : U — X linclusione allora dalla definizione segue
subito che si ha yF = j.Fjy e un omomorfismo:

JT"—>U./_"

Proposizione 13.2. Sia X spazio topologico e B una base degli aperti
chiusa Tispetto alle intersezioni finite. Sia F € Ab(X) e supponiamo
che per qualche i > 1 si abbia

H/(W,F)=0

per ogni 0 < j < i e per ogni W € B (la condizione é vuota se i = 1).
Allora per ogni o € HY(X,F) ¢ possibile trovare un ricoprimento X =
UW, con W, € B tale che l'immagine di o in H(X, w,F) sia zero
per ogni Q.
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Dimostrazione. Per induzione su i. Supponiamo ¢ = 1. Per ogni
W € B abbiamo un diagramma commutativo a righe esatte:

(8) 0 F D(F) D(F)/F —0

| |

0 wF wD(F) —= wD(F)/wF —=0

La classe o € H'(X,F) proviene da una sezione 7 € I'(X, D(F)/F)
perché H'(X,D(F)) = 0. Per l'esattezza della prima riga e poiché B &
una base ¢ possibile trovare un ricoprimento {W,} di X con elementi
di B tale che 7y, si sollevi ad un sezione di D(F) su W,. Segue
che, per ogni «, 'immagine di 7 in T'(X, w, D(F)/waF) si solleva ad
una sezione di w,D(F) su X. Ma allora, per la commutativita del
diagramma, 'immagine di o in H'(X, w,F) & zero.

Prima di procedere con il passo induttivo osserviamo che per ogni
W € B si ha un isomorfismo:

(9) wD(F)/wF = w(D(F)/F)

Infatti per ogni aperto V € B sufficientemente piccolo, posto U =
V N W, si ha un diagramma commutativo a righe esatte:

0——T(U,F)

0——=T(V, wF) —=T(V, wD(F)) —=T'(V, w(D(F)/F))

J/F)——0

e quindi la @ e vera.
Supponiamo i > 2. Allora dalla prima riga del diagramma (8] e dalle
ipotesi su F segue che si hanno isomorfismi

H"Y (W, D(F)/F) = H' (W, F) =0

per 1 < j —1 < i perché D(F) ¢ fiacco.
Dimostriamo il passo induttivo. Per ogni W &€ B abbiamo un dia-
gramma commutativo:

HYX,D(F)/F) HY(X,F)

| |

H=YX, w(D(F)/F)) — H'(X, wF)

Le frecce orizzontali sono isomorfismi perché D(F) e wD(F) sono fi-
acchi. La conclusione segue ora dall’ipotesi induttiva. 0
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Lemma 13.3. Sia X = Spec(A), M € mod(A) e F = M il cor-
rispondente modulo quasi coerente. Sia f € A. Allora y, F = My. In
particolare 7, JF € quasi-coerente.

Dimostrazione. Per ogni aperto principale U, si ha:
F(Ugv Uf*’r) = F(UgﬂUfaj:) - F(Ufmf) = Mfg = (Mf)g = F<Ug7 Mf)
O

Dimostrazione del Teorema|15.1. Sia B la base di X costituita dagli
aperti principali e sia X = |J, W, un ricoprimento finito con W, =
Uy, € B. Per ogni M € mod(A) si ha un’inclusione M C &, My, .

Posto F = M se ne deduce una successione esatta:
(10) 0O—F —&P w,F—>G——0

la quale, essendo una successione esatta di fasci quasi-coerenti, induce
una successione esatta sulle sezioni globali. Pertanto

(11) 0— HYX,F)— P H (X, w,F)

¢ esatta. Procediamo per induzione su ¢ e supponiamo i = 1. Per
la Proposizione m per ogni 0 € HY(X,F) & possibile trovare un
ricoprimento {W,} tale che L’'immagine di o in @ H' (X, w,F) sia
zero. Dall’iniettivita della segue che o = 0. Quindi H!(X, F) = 0.

Supponiamo 7 > 2. Per l'ipotesi induttiva J soddisfa le ipotesi della
Proposizione [13.2] Sia o € Hi(X, F) e sia {W,} un ricoprimento tale
che I'immagine di o in @ H(X, w,F) sia zero. Dalla successione
esatta (L1]) e dall’ipotesi induttiva segue che

0_>H1<X7~F) - @HI(X7 Wa'F)
¢ esatta. Quindi o = 0, e pertanto H' (X, F) = 0. O
Possiamo generalizzare il Teorema [13.1] introducendo la seguente

Definizione 13.4. Un morfismo f : X — Y di schemi si dice affine se
esiste un ricoprimento affine 4 di Y tale che laperto f~}(U) C X sia
affine per ogni U € U.

Ogni immersione chiusa o aperta X C Y ¢ un morfismo affine. Se Z
e uno schema affine e Y uno schema qualunque allora la proiezione

ZxY =Y

e un morfismo affine. Se F e un fascio quasi-coerentesu X e f : X — Y
e affine allora f,JF e quasi-coerente.



GE510 A.A. 2016/2017 39

Teorema 13.5. Se f : X — Y ¢é un morfismo affine e F ¢ un fascio
quasi-coerente su X allora

H*(Y, f.F) = H"(X, F)
per ogni n > 0.
Dimostrazione. Sia 0 — F — F* una risoluzione di F con fasci
fiacchi. Per ogni aperto affine V' C Y la successione
0= T(f(V),F) = T(f71(V),F) = T(f1(V),F') =
¢ esatta perché f~1(V) ¢ affine e per il Teorema . Quindi
0— fiF = f.F°
e una risoluzione di f,F con fasci fiacchi. Quindi:
H*(Y, f.F) = H"(L(Y, f.F*)
= H"(I'(X; F*))
= H"(X,F)

14. CooMOLOGIA DI CECH

In questo paragrafo introdurremo un’altra definizione di coomologia
dei fasci, la coomologia di Cech, e per gli schemi la confronteremo con
la coomologia definita in precedenza.

Sia X uno spazio topologico, e sia U = {U;};c; un ricoprimento
aperto di X. Supporremo che [ sia stato totalmente ordinato. In prat-
ica considereremo solo ricoprimenti finiti, ma le definizioni e i risultati
sono validi nell’ipotesi piu generale. Sia F € Ab(X) un fascio di gruppi
abeliani. Nel seguito utilizzeremo la notazione:

U,L' :UloﬂﬂUln

Definiamo un complesso di gruppi abeliani:

0---in

(12) C*U.F): 0—=COU,F) 2 OV U, F) 2

ponendo
U, F)= [] TWi.i.F)
20<<tn
e definendo 6" :VC'"(L{, F) — C™ (U, F) nel modo seguente. Per ogni
0 = (0igi,) € C"(U,F) definiamo §"o = ((6"0)4y...i,, ) ponendo:
n+1

(5n0)i0-"in+1 = Z(_l)jaio--i]’---inu

J=0
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dove il simbolo 4; significa che l'indice i; viene omesso, e dove, per

semplificare la scrittura, si e scritto o, - . invece di
? 2025 tn41
UiOA“{j“Aing‘»l( . )
PUig-ip i G015 g

Si osservi che se I ¢ finito allora C™(U, F) = 0 per ogni n > |I|.
Il fatto che ¢ un complesso discende dal seguente

Lemma 14.1. 5" . 5" = 0 per ogni n > 0.

Dimostrazione. Esercizio. O

Il complesso e chiamato complesso di Cech di F relativo al ri-
coprimento U. 11 gruppo

H"U,F) := H'(C*(U,F))

e chiamato n-esimo gruppo di coomologia di Cech di F relativo al ri-
coprimento U.

Proposizione 14.2. L’omomorfismo
e: (X, F) = C'WU,F), o~ (o)
mduce un isomorfismo

(X, F)= HU,F)

Dimostrazione. 5 conseguenza immediata della proprieta dell’incollamento.

U

Lemma 14.3. Supponiamo che U, = X per qualche s € I. Allora il
complesso

(13) 0—T(X,F) = C*(U,F)
e omotopicamente banale e quindi esatto.

Dimostrazione. Definiamo un’operatore di omotopia:
T(X, F) <2 Co, F) <2 e, F) <22

ponendo ky(a) = ag, €

En(@)igiy s = (=) qig.si,
dove
1o < o0 < Up <8 <ldpgpy <o <y
e si deve intendere a..s.;, , = 0se s € {ig-+in_1}.

Per concludere la dimostrazione sara sufliciente dimostrare che

Epi - 0"+ 0"k, = +idgn
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Sia dunque o € C™(U, F). Si ha:
(8" ko) (@i = D (1Y (Rn@)jyi i,
(14) Sy s S

ij<8 ij>8
D’altra parte:
(kn-i-l : (5”)(04)10% = (—1)}1(5“&)1'0.‘.5...%
(15)

15<8 15>

Sommando si trova:

Ora vogliamo introdurre una versione fascificata del complesso ((12)).
Per ogni n > 0 definiamo un fascio C*(U, F) ponendo

C"U,F)(V)=CMVNU,Fv)

dove VMU denota il ricoprimento {VNU; }icr di V' e Fy ¢ la restrizione
di F a V; gli omomorfismi di restrizione sono definiti in modo ovvio. In
modo parimenti ovvio, aperto per aperto, si definiscono omomorfismi:

& C"U, F) = C"N (U, F)
e si verifica che si ottiene un complesso di fasci:
C*(U,F):0=CU,F)—=CU,F)—
E anche evidente come definire un omomorfismo di aumentazione:
F = C(U,F)
Proposizione 14.4. Il complesso
(16) 0— F —C(U,F)
e una risoluzione di F.

Dimostrazione. Se V' C X e un aperto sufficientemente piccolo esiste
s € I tale che V C Us,, cioe tale che U N Uy, = V. Ma allora il
ricoprimento V' N U soddisfa le ipotesi del Lemma con X =V e
quindi

0—T(V,F)=T(V,C'U,F)) = T(V,C'U, F)) = ---

¢ esatto. O
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Il risultato principale riguardante la coomologia di Cech per gli schemi
e il seguente.

Teorema 14.5. Sia X uno schema e U = {Uy,...,Un} un ricopri-
mento finito di X con aperti affini. Supponiamo che Uy,..., C X sia
affine per ogni ig,...,i, € {0,...,N}. Allora per ogni fascio quasi
coerente F su X e per ognin > 0 st ha:

H"(U,F) = H' (X, F)

Dimostrazione. Applicheremo la Proposizione[5.10]utilizzando la riso-
luzione ([16). A tale scopo sara sufficiente dimostrare che i fasci C* (U, F)
sono aciclici, cioe che

H(X,C"(U,F)) =0

per ogni j > 1 e per ogni n > (0. Per il modo in cui sono definiti
abbiamo:

o B
c (u’f) - @ Uio...z‘n"r
ig<+++<in
ed ¢ quindi sufficiente dimostrare che 1 fasci ¢, , F sono aciclici. Sia
J : Uj,..i,, C X l'inclusione. Si ha:

Uio...inf = J. (‘EUZ'O.“in)

I fasci Fyy, . sono quasi-coerenti perché tale ¢ F e linclusione
aperta J ¢ un morfismo affine. Quindi, applicando il Teorema [13.5

Hj(Xv Uio...inf) = Hj<Ui0---in7‘F-|UiO‘.‘in) =0
per j > 1. U

Corollario 14.6. Supponiamo che lo schema X possa essere ricoperto
con N + 1 aperti affini tali che ogni loro intersezione finita sia ancora

affine. Allora si ha
H"(X,F)=0

per ogni n > N + 1 e per ogni un fascio quasi-coerente F su X .

Dimostrazione. E sufficiente osservare che C" U,F)=0sen > N+1
e applicare il Teorema [14.5] O

La condizione che l'intersezione di due aperti affini sia affine non e
sempre verificata. Questa proprieta e collegata alla nozione di sepa-
ratezza, che studieremo nel prossimo paragrafo.

Prima di concludere questo argomento dimostriamo un risultato che
ci sara utile successivamente.
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Lemma 14.7. Sia X wuno spazio topologico e F un fascio di gruppi
abeliant su X. Allora si ha un isomorfismo:

H'(X,F) = lim H' (U, F)
u

al variare di U tra tutts i ricoprimenti aperti di X.
Dimostrazione. Sia U un ricoprimento aperto di X e sia

(17) 0

I'inizio della risoluzione di F. Allora si ha:
coker[H(X,C°(U, F)) — H°(X,BY)] = H' (U, F)
Quindi dalla successione di coomologia della deduciamo un’omomorfismo
iniettivo:
aw: H' (U, F) — H'(X, F)

Dalla Proposizione segue che per ogni a € H'(X, F) esiste U tale
che a € Im(¢y). Passando al limite si ottiene la tesi. t

15. LA COOMOLOGIA DEI FAscI O(n)

Denotiamo con P = k[Xj, ..., X,]| I'anello dei polinomi su un campo
k. Considereremo P graduato; quindi scriveremo P = @®,,>¢F,, dove
P, ¢ lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado n. In questo
paragrafo considereremo lo spazio proiettivo P" = [P} utilizzando la sua
costruzione fatta nell’esempio [9.4] che si puo riassumere cosi. Per ogni

t =0,...,r si considera il localizzato Py,, che e¢ a sua volta un anello
graduato
Px, = P Px.
k
ed ¢ contenuto nel campo k(Xy,...,X,). La componente omogenea di

grado zero di Py, si identifica con Py, = k[X; ' Xy, ..., X; 'X,], che

7
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e un anello di polinomi in 7 variabili. Si ha inoltre:
(Px.0)x,x1 = K[Xi X7 X' Xo, ., XX

)

=k[X; X, X' X, ., XX

J
= (PXj,O)Xin_l
Pertanto possiamo definire P, come 'unione degli r + 1 spazi affini
Spec(Px, o = A", che a due a due si intersecano lungo Spec((PXi,o)Xinfl).
Questa definizione di P}, a partire da P si denota con il simbolo Proj(P)
e si presta ad essere generalizzata come ora vedremo.

Consideriamo un anello graduato A = €, A,. Supponiamolo gen-
erato su Ay dai suoi elementi omogenei di grado 1. Consideriamo el-
ementi omogenei zg,...,2. € A; che generano A e consideriamo gli
schemi affini X; = Spec(A,, o) dove A,, ¢ ¢ la componente omogenea di
grado zero del localizzato (che ¢ graduato) A,, = @, A, . Gli X si
incollano lungo i rispettivi aperti X;; = Spec(A.,., 0. Lo schema cosi
ottenuto X = Xy U ---U X, si denota con Proj(A).

Sia M = @,M, un A-modulo graduato. Possiamo associargli un
fascio quasi coerente M~ su X = Proj(A) definendolo sugli aperti
affini X; come il fascio M,, o. Questi fasci si incollano dando luogo al
fascio M~. In particolare Opr = P~. Se M ¢ finitamente generato
come P-modulo allora M~ & coerente (ma non vale il viceversa - si
veda il prossimo paragrafo). Se per un fissato n € Z definiamo

M(n) = &nMn)m = BmMpim
si ottiene un altro modulo graduato ed il corrispondente fascio quasi
coerente M (n)~. Una classe molto importante di fasci di questa forma
e costituita dai fasci O(n) su P", definiti, per ogni n € Z, come

O(n) = P(n)~

I fasci O(n) sono evidentemente coerenti perché i moduli P(n) sono
liberi di rango uno. Il seguente teorema ne calcola la coomologia.

Teorema 15.1. (i) HYP",O(n)) = 0 per ogni £ # 0,7 e per ogni
n € 2.
(i)
P, n>0
HE,0m) =4," =
0 n<0
In particolare
(") n=0

dim[Ho(Pra O(”))] = {0 n <0
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(ii) H"(P",O(n)) =0 per ognin > —r, e
HT(PT70<H)) = <X80 X;T : ij < Ovzij =n+r+ 1>

per ogni n < —r — 1. Quindi:

dim[H"(P", O(n))] = (_”T_ 1), n<—r—1

In particolare H"(P",O(—r — 1)) = k
(iv) La moltiplicazione definisce una forma bilineare non degenere:
HO(P",O(n)) x H"(P",O(-n —7r—1)) = H(P",O(-r — 1)) 2 k

Dimostrazione. Denotiamo con U; = {[Xo,...,X,] : X; # 0} C P"
I’i-esimo aperto fondamentale. Allora:

DU, O(n)) = {Xi € P

Consideriamo il fascio quasi-coerente

F:=EHon)

nez
Poiché la coomologia commuta con le somme dirette si ha:

H'(P", F) =P H'(P",O(n))

e quindi calcoleremo H(P", F). Sia U = {Uy,...,U,}. Per il Teorema
[14.5] si ha

HYP", F) = H'U,F) = H(C*(U, F))
dove:

~ 0 1 r—1
C*(U,F) : 0—=@Px, > ®Px,x, > L Py, x, =0

Possiamo anche interpretare questo complesso nel modo seguente. Con-
sideriamo, in A"t = Spec(P), gli aperti principali Uy,. Allora la
famiglia di aperti affini

U=1{Ux,...,.Ux,}
¢ un ricoprimento di A"\ {0}. Quindi possiamo identificare
C*(U, F) = C*(U, Oprin (0y)
e conseguentemente
HY(P", F) = H' (A" \ {0}, Oprin\ (o))
Pertanto il teorema e conseguenza del risultato che ora enunceremo. []

Teorema 15.2. Per ogni r > 1 si ha:
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(i) HO(A™™\ {0}, Opriryjoy) = k[ X, ..., X, ]
(i) H"(A™\ {0}, Oprinygoy) = Xot -+ X k(X L XY
(iti) H(A™\ {0}, Onre1vj0y) = 0 se £ £ 0,7

Dimostrazione. Abbiamo successione esatta:

(18) 0 P Px, D, - ( .. ) XPr—0

che fascificata e ristretta a A"\ {0} da la successione esatta di fasci
quasi coerenti:

(19)
0 ——= Oursnyjoy — vy, Onrenvjoy —= B, <1 Oun\ (o X2 —=0

Osserviamo che
Ux, Onrtivgoy = SOy,

dove J : Ux, — A"\ {0} & I'inclusione. Poiché J e Uy, sono affini
abbiamo:

H°( 1y Oprinygy) = k[ Xo, - -, X, X1

r

HZ( UXTOATH\{O}) =0sel>0.
Procediamo per induzione su r. Supponiamo r = 1. La successione

(19) ci da in questo caso:
0 — H(Opz\(oy) —= H( g, Onz\j0) ——= B, <y HOA\ {0}, Oy o)) XT' ——= H' (Opz\0)) —

kX07X1a ] ®p1< 1 XO) ]Xfl

Confrontando con la vediamo che
HO(OAZ\{O}) = k[Xo, Xl]
e l'immagine di e & @, _, k[Xo]X7". Quindi

H'(Op2\j0y) = coker(e) = X5 ' X k[ Xy, X'

e dunque il teorema e vero in questo caso.
Supponiamo r > 2. La ([19)) ci da la successione esatta:

0= HO(Oprn\goy) —K[Xo, ..., X, X1 ——= @D, - k[Xo, -, X, ] XPr
— H1(0A7'+1\{0}) —0
Confrontando con la vediamo che
H°(Oprinvjoy) = k[ Xo, . .., X/]
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ed € ¢ suriettiva; quindi H'(Oyr+1\103) = 0. Inoltre sempre la da:
P H T (Ouroy) XP = H (Onrin0y)

pr<—-1
per ogni ¢ > 2. Quindi 'ipotesi induttiva implica:
HY (Opri1yi0y) = 0
sel>2el#re
H"(Oprengoy) = @D H ™ (Oprqop) X2 = Xg - XKL X
pr<—1

O

Una conseguenza del Teorema [15.2 ¢ anche che per r > 1 lo schema
A"\ {0} non ¢ affine. Infatti

F(AT—}-I \ {O}, OA’““\{O}) = k[Xo, ce ,XT] = I‘(Ar-&-l7 OAT+1)
e quindi
ArJrl \ {()} 7& Spec(F(A’”H \ {0}’ OAT-H\{O})) — Ar+1

16. FASCI COERENTI SULLO SPAZIO PROIETTIVO

In questo paragrafo manterremo le ipotesi del precedente. Se M &
un P-modulo graduato ed F = M~ allora si ha, per ogni n € Z:

M)~ =F®O(n)
e denoteremo questo fascio con il simbolo F(n). Ovviamente:
F(n)® O(m) = F(n+m)

per ogni n, m € Z.

Se X e uno schema proiettivo e J : X C P" e 'immersione chiusa,
possiamo sostituire Ox con J,Ox, e ottenere un fascio di Opr- algebre,
in particolare algebrico su P". Poiché X ¢ chiuso si ha J,.Ox. = 0
per ogni z € P"\ X. Con abuso di notazione scriveremo ancora Ox
invece di J,Ox. Si osservi che Ox e un quoziente di Opr, cioe si ha
una successione esatta:

dove Zx C Opr e il fascio di ideali di X.

Se F e un fascio quasi-coerente su X possiamo estendere F a tutto
P" in modo analogo identificandolo con J,F. Quindi ogni fascio quasi-
coerente su X puo essere visto come un fascio quasi-coerente su tutto
P". Pertanto sono definiti i fasci F(n) anche per fasci F su X.
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Lemma 16.1. (i) Se F é quasi-coerente (risp. coerente) su X al-
lora F é quasi-coerente (Tisp. coerente) anche come fascio su
Pr.

(ii) Se un fascio quasi-coerente F su P" ¢ della forma M~ per
qualche P-modulo graduato M allora per ogni ng € Z si ha
anche

F o= (Mzn,)™

dove M>py = @psnoMy.

(i) F & coerente se e solo se Msy, ¢ finitamente generato per
qualche ng. Quindi in tal caso é possibile prendere F = M~
con M finitamente generato.

(iv) Ogni fascio quasi-coerente F ¢ della forma M~ per qualche M
graduato. Infatti é possibile prendere M = @, ., H*(P", F(n)).

Dimostrazione. (i) segue facilmente da quanto osservato all’inizio del
paragrafo.

(ii) Poniamo G = M%,, . L’inclusione Ms,, C M induce un omo-
morfismo iniettivo ¢ : G — F. D’altra parte, per ogni ¢ = 0,...,r
abbiamo

DU, F) = DUy, G),m/XF s mX/XE™ n>0

e questi omomorfismi inducono ¢ : F — G. E facile verificare che o e
1 sono inversi uno dell’altro.
(iii) e (iv): si rimanda a [3], cap. II. O

Dimostriamo il seguente fondamentale:

Teorema 16.2 (Serre). Sia F un fascio coerente su uno schema proi-
ettivo X. Allora

(i) HYX,F) ¢ un k-spazio vettoriale di dimensione finita per ogni
¢>0.
(i) Esiste ng € Z tale che

HYX,F(n) =0
per ogni £ > 0 e per ogni n > nyg.

Dimostrazione. (i) Poiché I'immersione chiusa J : X C P ¢ affine,
la coomologia di F coincide con quella di J,F per il Teorema [13.5]
Quindi possiamo supporre che F sia un fascio coerente su P". Daremo
la dimostrazione per induzione discendente su ¢. Se ¢ > r l'asserto
e vero per il Corollario [14.6, Poiché F e coerente possiamo supporre
che F = M~ con M un P-modulo finitamente generato. Sia ¢ > 0
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maggiore del massimo dei gradi dei generatori di M. Allora si ha una
suriezione:

P(—q)®s — qu —0

per qualche s. Fascificando e ricordando che 'operazione —" e esatta,
otteniamo una successione esatta:

(20) 0—=G—Op(—q)%» —=F —=10
con G coerente. Per il Teorema abbiamo che 'omomorfismo:
HYP", F) — H""Y(P",G)

€ un isomorfismo per ogni £ < r —1 ed ¢ iniettivo per £ = r — 1. Quindi
(i) segue in questi casi per induzione. Per ¢ = r sia ha una suriezione:

H (P",0(—q))* — H"(P",F) = 0
e la finito-dimensionalita segue da quella di H"(P", O(—q)).

(ii) L’asserto ¢ vero per O(m) se m > —r. Tensorizzando la (20)) per
O(n) con n > 0 si ottiene:

H'(P", F(n)) = HY(P",G(n))
e il risultato segue per induzione discendente su /. O

Se F e un fascio coerente su una varieta proiettiva X denoteremo
spesso con h'(X, F) la dimensione di H*(X, F). Il risultato precedente
giustifica la seguente

Definizione 16.3. Sia F un fascio coerente su uno schema proiettivo
X. La caratteristica di Fulero-Poincaré di F e

XX, F) = 3 (-1)H (X, F)

La definizione ha senso perché la somma consiste di un numero finito
di addendi finiti. Se non vi ¢ possibilita di confusione scriveremo y(F)
invece di x(X,F).

Esempio 16.4.

(P On)) = (n+7’)(n+r; 1)---(n+1) _ (ni—r)

per ogni n € Z.

La caratteristica di EP e additiva rispetto a successioni esatte. In
altre parole si ha:
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Proposizione 16.5. Se
O—=F == F,—0

e una successione esatta di fasci coerenti su uno schema proiettivo X

st ha:
m

D (—1)'x(X,F) =0
i=1
In particolare, per ogni successione esatta di fasci coerenti:

0—=F —Fo—=F3—=0
st ha:
X(F2) = x(F1) + x(F2)
Dimostrazione. Esercizio. 0

Se k € un campo algebricamente chiuso e C' & una curva proiettiva
su k definiamo il genere aritmetico di C' come

Pa(C) = 1= x(Oc) = h'(C,Oc)

Se S e una superficie proiettiva su k definiamo il genere aritmetico di
S come:

Pa(S) = x(05) — 1 = h*(S, Og) — h'(S, Oy)

17. FASCI INVERTIBILI

Un fascio coerente F su uno schema X si dice localmente libero di
rango N se X possiede un ricoprimento aperto U tale che per ogni
U € U esista un isomorfismo

v Fu — OF

Un fascio localmente libero di rango uno si dice invertibile. In questo
paragrafo ci limiteremo a considerare fasci invertibili, anche se molte
delle cose che diremo sono valide per fasci localmente liberi di rango
qualsiasi.

Lemma 17.1 (di incollamento). Sia X wuno spazio topologico e U =
{U;}ier un ricoprimento con aperti. Supponiamo assegnato un fascio
Fi suU; per ogni it € I, e isomorfismi
Pij + Fiwinu; = Fijuinu;
in modo che le sequenti condizioni siano soddisfatte:
(1) @i = 15, per ognii € I.
(2) wir. = pijpjk per ogni i, j,k € I.
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Allora, esiste un fascio F su X dotato di isomorfismi ¢; : Fly, — F;
per ogni © € I tali che

(21) Pij =i - ;"

per ogni i,j € I. Il fascio F insieme agli isomorfismi p; sono determi-
nati a meno di isomorfismo unico. I p;; vengono chiamati isomorfismi
di transizione.

Dimostrazione. Esistenza. Per brevita scriveremo U;; = U; N U;. Sia
U C X aperto. Definiamo
(22)

D(U, F) = {(0:) € [[ D0V, Fo) = 3o 1)) = pi s (o) Vi j € T}

Se V C U si definisce in modo ovvio la restrizione
py : T(U,F) = T(V,F)

Verifichiamo che F e un fascio. Supponiamo che U = U,U,, con gli U,
aperti e siano o, € I'(U,, F) tali che

U
(23) 02, (0a) = pi,(05)
per ogni «, 5. Si ha:

Oq = (O-a7,> c HF<UOLZ7‘FZ)J O-ﬁ - (O-ﬂz> S HF<U,3’L7~E)
La condizione significa che
, Usi
i (0ai) = p (05i)

per ogni a, 3,7. Allora, poiché F; € un fascio, per ogni i € [ esiste
o, € (U NU;, F;) tale che pg:iUi(ai) = 0,. Sara sufficiente verificare

che (0;) € I'(U, F), cioe che (o;) verifica la condizione della definizione

. Ma si ha:

Ua i Uai

gpl] [pUa:j (Ua])] - onﬂ'j (Jal)
per ogni 7, j, a e cio implica, per il fatto che gli F; sono fasci, che
U, U;
vijlpu,,(05)] = g, (03)
e quindi la condizione e verificata.
Dimostriamo che Fjy, = F; per ogni i € I. Sia U C U;. abbiamo

(U, Fiy,) = (U, F)
={(on) € [ [T(W N UL Fn) - ernlovont, (on)] = porot, (or)}
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In virtu della condizione (2) (0,) ¢ individuata dalla sua coordinata
i~esima o; € (U NU;, F;) = T'(U, F;). Definiamo pertanto
SOZ(U) : F(UPF\Uz) - F(Uv‘/—_-la )7 (Uh) = 0
Le sono ovvie.

Unicita. Supponiamo che G sia un’altro fascio dotato di isomorfismi

Vi 1 G, — Fi
tali che ¢;; = 1; - @Dj_l. Allora vengono univocamente determinati
isomorfismi
wi i G — Fio,
Su Uij si ha:

Ot = o7t iy = oy
e quindi gli isomorfismi ¢; * - 1; si incollano dando luogo ad un isomor-

fismo G = F che ¢ univocamente determinato dai dati {F;, ;;}.
U

Questo lemma suggerisce un modo di assegnare un fascio invertibile
su uno schema X. Supponiamo dato un ricoprimento aperto U =
{U;}ier di X e per ogni i,j € I un isomorfismo:

vij - Ovinu; — Ouinu,

in modo che le condizioni (1) e (2) del Lemma siano verificate.
Allora resta definito in modo univoco un fascio invertibile £ su X.
In generale ¢;; € rappresentato dalla moltiplicazione per una funzione
regolare e mai nulla su U; N Uj, cioe ¢;; € I'(U; N U;, O%), dove O% &
il fascio di gruppi abeliani moltiplicativi dei germi di funzioni regolari
che non si annullano in alcun punto. Le ¢;; vengono chiamate funzioni
di transizione di L. Viceversa ogni fascio invertibile £ su X puo essere
assegnato in questo modo su un opportuno ricoprimento.

Vediamo come si possono descrivere i fasci O(n) su P" da questo
punto di vista.

Esempio 17.2. Consideriamo il ricoprimento affine 4 = {Uy, ..., U,}
di P" costituito dagli aperti fondamentali. L’isomorfismo:

¢i : T'(U;, O(n)) = (Px,)n = I'(U;, O) = (Px,)o
e dato dalla moltiplicazione per X; ". Quindi
_ A
Xr

dove abbiamo identificato I'isomorfismo con la corrispondente funzione
di transizione.

i 05 =i
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Definizione 17.3. L’insieme delle classi di isomorfismo di fasci invert-
ibili su X e dotato di una struttura di gruppo abeliano in cui la molti-
plicazione e indotta dall’operazione di prodotto tensoriale. L’elemento
neutro ¢ la classe [Ox| e 'inverso di [£] con funzioni di transizione
{pi;} rispetto a un ricoprimento U & la classe di isomorfismo del fascio
L7 le cui funzioni di transizione sono {;;'} rispetto allo stesso rico-

primento. Questo gruppo si chiama gruppo di Picard di X e si denota
con Pic(X)

Per descrivere Pic(X) ¢ necessario poter descrivere la classe di iso-
morfismo di un dato fascio invertibile.

Lemma 17.4. Siano L ed M due fasci invertibili definiti rispetto ad
uno stesso ricoprimento U = {U, }ier da funzioni di transizione {@;;}
e {1y} rispettivamente. Allora £ ed M sono isomorfi se e solo se
esistono a; € I'(U;, O%) tali che

(24) Vij = a; 'pijaj, Vi j el

Dimostrazione. Supponiamo che le a; esistano. Per ogni ¢ € I defini-
amo un isomorfismo:

pi: My, — Ly,
ponendo p; = gp[l - a; - ¢;. Restringendo ad U; N U; si ha:
pi =i a; -1
= (pij - 5) " ai(¥ys - ¥5)
= ;i ailay - iy - ag)Yy
=7 P =p;

Pertanto le p; si incollano definendo un isomorfismo p : M — L. Vicev-
ersa, se ¢ dato un isomorfismo p ponendo

a; =i p ;"
si verifica subito che le sono verificate. 0
Dimostriamo ora il seguente importante:
Teorema 17.5. Si ha un isomorfismo
Pic(X) = H'(X, 0%)

Dimostrazione. Sia U = {U; }ie; un ricoprimento con aperti di X.
Il dato di funzioni di transizione {¢;;} soddisfacenti le condizioni del
Lemma [I7.1] & un I-cociclo di Cech per il fascio O% rispetto al ricopri-
mento U, cioe {p;;} € ZH (U, O%) = ker(d'). Per il Lemma , i fasci
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invertibili definiti da due diversi 1-cocicli {¢;;}, {/i;} sono isomorfi se
e solo se i cocicli sono coomologhi, cioe se e solo se

0
{vij} = A{pi}0"({a:})
Pertanto l'insieme delle classi di isomorfismo di fasci invertibili definibili
con funzioni di transizione rispetto ad U ¢ in corrispondenza biunivoca
con H'(U,O%). Quindi, tenendo conto del fatto che I'isomorfismo si

mantiene passando ad un raffinamento del ricoprimento e ripetendo lo
stesso ragionamento per tutti i ricoprimenti si deduce che:

Pic(X) = lim H' (U, O%)
u
Ora si conclude utilizzando il Lemma [T4.7] O

18. DIVISORI

La nozione di divisore generalizza quella di ipersuperficie su una
varieta algebrica. Esistono due diverse nozioni di divisore, i divisori di
Weil e i divisori di Cartier. Noi tratteremo solo i divisori di Cartier,
che sono i piu semplici, e corrispondono all’idea di rappresentare una
sottovarieta di codimensione uno mediante una sua equazione.

Sia X uno schema integro (cioe ridotto ed irriducibile), n € X il suo
punto generico, e sia

K = Ox,

il campo delle funzioni razionali di X e K* = K \ {0} C K il gruppo
moltiplicativo degli elementi invertibili. Definiamo un fascio costante
Kx su X ponendo, per ogni aperto ) # U C X:

I'UKx)=K

Denotiamo con K% C Kx il sottofascio (di gruppi abeliani moltiplica-
tivi) definito da:

* *
Questo fascio contiene a sua volta come sottofascio il fascio O% C Ox
le cui sezioni su un aperto U sono le funzioni regolari e mai nulle su U.

Definizione 18.1. Un divisore di Cartier su X e una sezione del fas-
cio K%/O%. Quindi ogni divisore di Cartier puo essere individuato
assegnando un opportuno ricoprimento aperto U = {U; };c;s €, per ogni
iel,un f; € T'(U;, K%) = K*, in modo che per ogni i,j € I si abbia
fif;t € D(U; nU;,0%). Un divisore di Cartier si dice principale se
appartiene all'immagine di
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[ divisori di Cartier costituiscono un gruppo abeliano Car(X), in cui
I'operazione verra denotata additivamente. Il sottogruppo costituito
dai divisori principali si denotera Pr(X). Due divisori di Cartier Dy, Do
si dicono linearmente equivalenti se D — Dy e principale; in tal caso
scriveremo Dy ~ Dsy. Un divisore di Cartier si dice effettivo se in
qualche ricoprimento U ¢ definito da {f; € I'(U;, Ox)}.

Proposizione 18.2. Si ha un isomorfismo canonico:

Car(X)
Pr(X)

(25) =~ Pic(X)

In altre parole, Pic(X) si identifica con il gruppo delle classi di equiv-
alenza lineare di divisori di Cartier.

Dimostrazione. Consideriamo la successione esatta di fasci su X:

0 0% K K /0% —=0

Poiché K% ¢ fiacco si ottiene la seguente successione esatta di gruppi
abeliani:

0——=I(X,0%) —= K* — Car(X) —= H'(X,0%) —=0

dalla quale la conclusione discende immediatamente tenuto conto del
Teorema [I7.5 O

L’identificazione puo esplicitarsi nel modo seguente. Consid-
eriamo D € Car(X), definito da un sistema {(U;, f;)}ie;. Possiamo
associargli un fascio invertibile Ox (D) mediante le funzioni di tran-
sizione

pij = fif; 1 € DU N U;, O%)

le quali soddisfano evidentemente le condizioni (1) e (2) del Lemma
[17.1] Supponiamo che D ~ 0, cioé che sia principale, rappresentato da
f € K*. Allora A(D) ¢ definito dalle funzioni di transizione f;f; ' =
fft =1equindi A(D) = Ox. Pertanto Pr(X) C ker()\) e quindi \
discende a

5. Car(X)
- Pr(X)
Supponiamo viceversa che A(D) = Ox. Se D ¢ definito da { f;} rispetto

ad un ricoprimento {U;} allora (’)X( ) = Ox significa che esistono
a; € F(U27 Ox) tali che f;f; e = a;a; ''su U;NU; per ogni 7, j. Ma allora

si ha Z:—J sulU;NU;je pertanto esiste f € K™ tale che fjy, = Ii o

aj

— Pic(X)

qulndl f definisce il divisore D, il quale e pertanto principale.
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19. FASCI INVERTIBILI E MORFISMI A VALORI IN UNO SPAZIO
PROIETTIVO

Sia f : X — Y un morfismo di schemi. Oltre all’operazione di
immagine diretta f,F in Y di un fascio algebrico F su X ¢ possibile
definire ["immagine inversa f*G in X di un fascio algebrico G su Y. In
generale questa definizione ¢ alquanto piu difficile e noi la daremo solo
nel caso particolare dei fasci invertibili.

Sia £ un fascio invertibile su Y, definito da un sistema di funzioni
di transizione {y;;} rispetto ad un ricoprimento aperto U = {U, }ies.
Definiamo f*£ come il fascio invertibile su X definito dalle funzioni
di transizione {f%(¢i;) € T'(f~H(Uy;), O%)}. Questa legge & compati-
bile con il prodotto tensoriale e con I'isomorfismo e quindi induce un
omomorfismo di gruppi:

Pic(Y) — Pic(X)
Una sezione o € I'(Y, L) puo essere rappresentata da un sistema
{0, € T'(U;, Oy)} tale che 0; = @;j0; su U; NU; per ogni 4,5 € 1. Si

osservi che, pur essendo o definita localmente da funzioni regolari, non
ha senso parlare del valore di ¢ in un punto y € Y perché la relazione

oi(y) = ¢i;(y)o;(y)
rende priva di senso tale nozione; pero da questa relazione discende

che 0;(y) # 0 se e solo se 0;(y) # 0 e quindi ha senso dire se o(y) # 0
oppure o(y) = 0.

Definizione 19.1. Sia £ un fascio invertibile su uno schema Y. Diremo
che L ¢ generato dalle sue sezioni in un punto y € Y se esiste o0 €

I'(Y, L) tale che o(y) # 0. Diremo che L ¢ generato dalle sue sezioni
(oppure che ¢ globalmente generato) se lo € in ogni punto y € Y.

Possiamo associare ad ogni o € I'(Y, £) una sezione f*o € I'(X, f*£),
che definiamo attraverso il sistema {f*(o;) € T'(f~1(U;),0x)}. In
questo modo si definisce un’applicazione lineare:

'Y, L) - T(X, f'L)

Si osservi che dato z € X e 0 € I'(Y, £) si ha o(f(x)) # 0 se e solo se
(fro)(x) # 0.

Un esempio tipico di fascio invertibile globalmente generato ¢ il fascio
O(1) suP". Si ha

D(P",0(1) = (Xo, ..., X,)
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D’ora in poi in questo paragrafo considereremo solo varieta alge-
briche (cioe schemi integri e di tipo finito su k) definite su un campo
algebricamente chiuso k.

Consideriamo un morfismo:

f: X —P
per qualche r > 1. Possiamo associargli il fascio invertibile £ := f*O(1)
e le sezioni f*X,..., f*X, € I'(X, £). 1l fascio L ¢ globalmente gener-
ato perché lo ¢ in ogni punto da qualcuna delle sezioni f*Xj, ..., f*X,.

Il morfismo f puo essere ricostruito dal dato (£, f*Xo, ..., f*X,) perché
si ha, per ogni punto chiuso x € X:

f(@) = [(f*Xo) (@), ..., (f*X;) ()]
osservando che i valori (f* X)(z) sono ben definiti a meno di un comune
fattore di proporzionalita non nullo; si osservi che e sufficiente assegnare
f nei punti chiusi, per la Proposizione [10.6|
Viceversa, supponiamo assegnato un fascio invertibile £ su X e

sezioni oy,...,0, € I'(X, L), che generano £ in ogni punto. Allora
possiamo definire un morfismo:

f:X—P
ponendo

f(l’) = [00(‘7:)7 o ,O'T(:L’)]

E immediato che I'immagine f(X) C P" ¢ non-degenere, cio¢ non e
contenuta in un iperpiano, se e solo se oy, ..., o, sono linearmente in-
dipendenti.

20. SISTEMI LINEARI

In questo paragrafo supporremo che X sia una varieta proiettiva
definita su k algebricamente chiuso.

Definizione 20.1. Un sistema lineare su X e la famiglia dei divisori
effettivi (linearmente equivalenti tra loro) definita da tutte le sezioni
non nulle di un sottospazio vettoriale V' C I'(X, £) per qualche fascio
invertibile £ su X. Se V' =T'(X, £) il sistema lineare si dice completo.

Il sistema lineare associato a V' si denotera con |V]; se il sistema
¢ completo, cioe V = I'(X, £) scriveremo |L£| anziché |I'(X, L)]. Se
D € Car(X) ¢ un divisore si usa denotare con |D] il sistema lineare
completo |Ox(D)|.

Poiché sezioni proporzionali definiscono lo stesso divisore, |V| si iden-
tifica con lo spazio proiettivo P(V'). Per definizione:

dim(|V]) = dim(P(V)) = dim(V) — 1
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Consideriamo nuovamente un morfismo:

f: X —P
e supponiamo f(X) non-degenere. Sia £ = f*O(1)) e siano o, = f*Xj,
s =0,...,r. L’applicazione lineare:

(P, 001) — I'(X, L)

¢ iniettiva e associa ad un polinomio omogeneo H := agXo+- - -+a, X, €
(P, O(1)) la sezione f*H = agog + -+ + a,0, € T'(X; L). In termini
di divisori possiamo descrivere questa come una corrispondenza che
associa ai divisori del sistema lineare |O(1)| quelli del sistema lineare
V| dove V = Im(f*) c (X, £). E un’inclusione di spazi proiettivi.
Il sistema lineare |V| ¢ completo se e solo se V = TI'(X, L) se e solo se
dim[D(X, L)) = r + 1.

11 sottospazio V' C T'(X, £) si identifica con I'(P", O(1)) e quindi P" si
identifica con lo spazio proiettivo associato al duale VY = T'(P", O(1))".
Quindi P" si identifica con lo spazio degli iperpiani di V' e ci si aspetta
pertanto che sia possibile interpretare il morfismo f come a valori in
P(V)¥ =P(VV). L’interpretazione ¢ la seguente:

flz)={c eV :o(x)=0}

per ogni x € X chiuso. Questa descrizione di f prescinde dalla scelta
della base og,...,0, di V e mostra che f dipende solo dal sistema
lineare |V].
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