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1. In [ 6] Mumford. ha datc un esempio di una cur-
va irriducibile e nonsingolare di P, di ordine 14
e genere 24, a cui corrisponde un punto singolare
di Hilb, lo schema di Hilbert, che parametrizza
3 (cfr. [4)). Altri e-
sempi di curve con questa propriet2 cio@&, usando

i sottoschemi chiusi di P

un termine proveniente dalla teoria delle deforma
zioni, di curve "ostruite"”,sond stati trovati da
Gruson e Peskine (cfr. [5]). I loro esempi,come
quello di Mumford, sono curve che stanno su una
superficie cubica e rappresentano punti generali
di componenti irriducibili multinle di Hilb.

In questa nota do un nuovo esempic di curva
ostruita:precisamente costruisco una curva C di
P3, irriducibile, nonsingolare, di ordine 18 e
genere 39, che rappresenta un punto singolare di
Hilb; C sta su una componente irriducibile di Hilb
il cui punto generale & liscio e parametrizza una

curva proiettivamente normale.

(*) Conferenza tenuta il 13 marzo 1981
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Dal punto-di vista della "liaison" (cfr..[7])
quest'esempio & il pid semplice possibile: infat-
ti C & geometricamente legata all'unione disgiun-
ta di due rette cioé& appartiene alla classe di e-
quivalenza di liaison pill vicina a quella delle
curve proiettivamente normaii, le quali, come &
noto (cfr. [1]), rappresentano punti lisci di
Hitb.

Tutti gli schemi e le varietda algebriche
che si considereranno si supporranno definiti su
un fissato campo algebricamente chiuso. Scrive-
Temo hi(X,Fl per denotare la dimensione di
Hi(X,F), dove F & un fascio algebrico sulla va-
rieta X.

2. Nello spazio proiettivo P3 consideriamo una
quadrica nonsingolare Q. Denotando con &L ed r
due rette incidenti contenute in Q, sia y una

curva generale del sistema lineare
{4r + 2£I

La curva y & irriducibile, nonsingolare, di ge-
nere 3 e ordine 6; poiché& si ha

h'(Q,0(4r+42-v)) = h'(Q,0(22)) = 0

le superfici quartiche segano su y una serie
completa e quindi

1 =
h (P3,IY(4)) =0

dove 1 & il fascio di ideali di y in P,.
Si pud ottenere y come intersezione residua
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di Q con una superficie quartica F passante per
d. due rette 24 ed Ly giacenti su Q e incidenti r.
| Poiché |4r + 24| & irriducibile e privo di pun-
; ti base, dal teorema di Bertini segue facilmen-
b te che F pud pfendersi nonsingolare. In parti-
colare F & una superficie K-3 [8].

Denotando con H una sua sezione iperpiana,
si ha

(4H-£1) =4

Dai noti criteri per le superfici K-3 (cfr.
[8]) segue allora che il sistema lineare su F

[ ' |6H - y| = |4H + 2, + 2

1 2|

€ irriducibile e privo di punti base; un suo e-
lemento generale C & quindi una curva irriducibi-
le nonsingolare di ordine

(6H-y-H) = 18

e Jgenere

%(GH—T-GH—T} +1 =39

3. Denotiamo con N il fascio normale di C in 93,
e con'wc il fascio canonico di C. Lo spazio tan-
| ! gente di Zariski di Hilb nel punto corrispondente

a C si identifica naturalmente ad H°(C,N) (cfr.[4]).

I Per calcolarne la dimensione utilizzeremo la
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successione esatta di fasci localmente liberi su
C

(1) 0 - e -+ N *‘Gc(éH) = 0

che & indotta dall'inclusione dei fasci di idea-
1i

£
IF IC = OP
3
di F e di C rispettivamente e dall'identificazio-
ne di we con GC(C), il fascio normale di C in F.
Dalla (1) deduciamo

ho(C,N)339+ho(C,OC{4H))~1=72+h1(C,OC(4H))

per il teorema di Riemann-Roch, mentre dalla suc-
cessione esatta

0 = Op(-4H) ~ OF[BH—«r} - OC(EH—Y) -0
otteniamo

1 i . e . o
h' (C,0,(4H))=h"(C,0,(C-4H))=h (C,0,(2H-Y))

-~ ho(F,OF(2H—Y]) =1

.perché y & contenuta in una quadrica.

Dungque

RPCH > 73




4. E' ben noto (cfr. [2]) che le curve irriduci-
bili e nonsingolari di P3 di ordine 6 e genere 3
costitulscono una famiglia irriducibile il cui
elemento generale non sta su una quadrica.

E' quindi possibile trovare una famiglia di
curve nonsingolari irriducibili di P,

I cC P3 x S

s
parametrizzata da una curva irriducibile S tale
che esista un punto S, € 5 la cui fibra r(s )
sia y e tale che I (s) sia, per ogni s € g, s#s

una curva di genere 3 e ordine 6 che non sta su
una quadrica. Poiché

n'@,,1 (a)) = o,

per la semicontinuiti superiore di

e, 1 ()

3'°r(s)

possiamo supporre che su tutte le curve I (s) le
superfici quartiche seghinc una serie completa
€ non speciale; quindi

o

h (P3;1r(5)(4)}
& costante al variare dji 8 €8,

Esiste allora una famiglia di superfici
quartiche parametrizzata da §

r
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tale che r € F, e tale che F(so) = F. Salvo a so-
stituire la curva S con un suo aperto, possiamo
supporre che ner ogni s € § F(s) sia una suner-
“ficie quartica nonsingolare, vperché F(so) lo &.
Sia I € P3‘un piano ed
H=FnN (o= 8).

Per ogni s € S consideriamo il sistema linea-
re sulla superficie F{(s)

- |6H§s) - T(s)] :

su F = F(s))

6t (s ) - T(s )| = |c|
Poiché la dimensione di

.[6H(s).— r(s) |
& costante al variare di s € é, uguale a 39, si
deduce l'esistenza di una famiglia di curve para-
metrizzata da s

CCFCPy xS
y
tale che per ogni s € §
C(s) € |6H(s) - T(s)|

e che incltre C(so) = C. Se sy # Se & sufficien-

P Y- W——



temente generale, C(s1) & una curva irriducibile,
nonsingolare, di ordine 18 e genere 39, con le

seguenti proprieta:
a) C(s1] & contenuta in una ed una sola superfi-

cie guartica che & nonsingolare.

b) le superfici quartiche segano su C{s1) una
serie lineare completa.

La a) & ovvia per costruzicne; la b) & con-
seguenza del fatto che sulla superficie quartica
F(s1) si ha

h' (F(s,),0(aH(s,)-C(5.))=h" (F(s,),0(r (s,)-2H(5)))=
- h1{F(s1),0{2H(s1)‘I‘(s1))) S

perché le guadriche segano su I‘(s1) una serie
completa e non speciale, non essendo T[51) conte-
nuta in una quadrica.

Per la genericita di sS4 € S5 la curva C(s1]
rappresenta un punto che sta su un'unica compo-
nente irriducibile V di Hilb, cui anche C appar-
tiene. Inoltre la proprietda b) e la semicontinui-
t3d superiore di ho{P3,IC.(4)} insieme  implicano
che la a) & soddisfatta da tutte le curve C' pa-
rametrizzate da un opportuno aperto UO di V con-
tenente il punto corrispondente a C(s1}: cioé
ogni curva C' culi corrisponde un punto di Vo =
contenuta in una ed una sola superficie guartica,
che & nonsingolare.

Non & difficile calcolare la dimensione di
VD. 8i noti che, fissaté una superficie quarti-
ca nonsingolare, le curve parametrizzate da pun-
£1-di Uo che vi sono contenute costituiscono una
sottofamiglia di dimensione al pidl 39, che & la
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dimensione di un gualsiasi sistema lineare di cur-
ve di genere 39 contenute nella superficie. D'al-
tra parte la pill generale su@erficie quartica con-
tiene solo curve intersezioni complete (cfr. [3])
e quindi non contiene curve parametrizzate da
punti di VO. Ne deduciamo che la famiglia delle
superfici quartiche contenenti curve parametrizza-
te da UO ha dimensione < 33. Conclusione:

dim V = dim V_ < 39+33 = 72.

Ma lo spazio tangente di Zariski di Hilb nel pun-
to corrispondente a C ha dimensione maggiore di
72, come abbiamo calcolato nel n® 2. Quindi Hilb
& singolare in guel punto.

5. Usando le successioni esatte di fasci su F(§1)

U‘*O((ﬂ-G)H(s1J+T(s1)}*'0(nH(s1])+ OC(S1§nH{s1?]ﬂﬁ
4 P

& facile calcclare che C(s1}'é proiettivamente

normale. Da [1] segue allora che i punti di V

che parametrizzano curve proiettivamente normali

‘costituiscono un aperto liscio non vuoto.
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