UNA BREVE INTRODUZIONE ALLE CURVE ALGEBRICHE

Edoardo Sernesi

1. Le curve sono le varieta algebriche pil semplici e
meglio conosciute; molti problemi fondamentali sono perd
ancora non risolti e la teoria & in continuo sviluppo.

Si possono studiare le curve in vari modi (analitico,
algebrico-geometrico, topologico, fisico): in queste lezig
ni ho scelto uno solo dei possibili punti di vista, quello
strettamente algebrico-geometrico. Mi riferird sempre a va
rieta e schemi definiti sul campo complesso (.

Mi & sembrato preferibile dare una visione globale, an-
che se sommaria, delle curve algebriche piuttosto che trat
tare uno o piu argomenti specifici, che non sarebbero sta-
ti abbastanza rappresentativi; tutti gli aspetti della teo
ria sono importanti anche per capire lo 3v11uppo delle al-
tre parti della geometria algebrica.

Diversi risultati, o addirittura intere parti della teo
ria, sono stati conosciuti molto prima di essere dimostra-
ti; questo perché i geometri classici supplivano talvolta
alla mancanza di tecniche adeguate con ragionamenti geome-—
trici intuitivi non sufficientemente rigorosi. Ci sono vo-
luti decenni (e in certi casi fino a un secolo) per sosti-
tuire le loro argomentazioni con delle dimostrazioni o per
trovare dei controesempi alle loro affermazioni; in molti
casi la dimostrazione (o il controesempio) non & stata an-
cora trovata.

Questo & anche uno dei motivi per cui sono cosi frequen
ti, nelle ricerche degli ultimi anni,
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autori classici, la loro rilettura critica e gli sforzi di
retti a chiarire i punti oscuri del loro lavoro.

In questo lavoro descriverd alcuni di quei ragionamenti
geometrici che non sono vere dimostrazioni ma che danno
spesso un'idea convincente del perché un certo fatto sia ve
ro.

Purtroppo sono stato costretto a dare poco spazio a que-
stioni che certamente ne meritavano di pita, e a non parlare
affatto di molte altre, anche importanti (quali il problema
di Schottky, i problemi numerativi, i fibrati vettoriali
sulle curve, le curve algebriche reali, le questioni di mo
nodromia, le intersezioni complete insiemistiche, e altre).
Ho cercato di dare risalto ai problemi che via via sono sta
ti affrontati perché sono la chiave per capire lo sviluppo
dei metodi e delle idee.

2. Per schematizzare il discorso sceglierd come punto di
partenza il 1851, anno in cui apparve la dissertazione dot-
torale di Riemann [53], seguita nel 1859 da un'altra sua
fondamentale memoria [54].

Riemann riprese le ricerche ed i risultati degli anali-
sti, da Cauchy a Puiseux, sulle funzioni algebriche di una
variabile complessa, cioé le funzioni y(x) che sono defini-
te implicitamente da un'equazione

f(X,Y)=0

dove T ¢ Q:[x,y]. Adottando un punto di vista geometrico
Riemann introdusse le superfici che poi presero il suo nome
(costituite da tante copie di  quant'é il grado di f ri-
spetto ad una delle variabili, e innestate fra loro in modo
opportuno in certi punti detti "punti di diramazione") riu-
scendo ad interpretare geometricamente quei complicati teo-
remi di analisi. Ad ogni superficie Riemann associd un ca-
rattere topologico, il genere, che dimostrd essere uguale
al numero di integrali abeliani di prima specie linearmen-
te indipendenti associati ad f, in questo modo ricollegan-
dosi alle ricerche di Legendre, Abel e Jacobi sulle funzio-
ni ellittiche.

Nelle sue ricerche troviamo la sintesi di diversi indi-
rizzi della matematica del tempo, ma anche un modo nuovo di
intendere la geometria, come lo studioc delle proprieta in-
varianti per trasformazioni birazionali. Riemann infatti fu
il primo ad adottare guesto punto di vista, dimostrando che



il genere € un invariante birazionale.

Bisogna tenere presente perd che Riemann operava in un
ambito analitico; nelle sue ricerche utilizzava la teoria
del potenziale e si lasciava guidare da considerazioni che
appartenevano alla dinamica dei fluidi.

Le idee di Riemann vennero riprese da Clebsch il quale
si propose di ritrovarne i risultati e di svilupparli con
metodi puramente algebrici. Egli scopri tra l'altro che il
genere g di una curva piana irriducibile di ordine n dotata
di & nodi eguaglia il numero che manca per averne il massi
mo, Cioé5=%(n—1}(nv2}~b .

Questo programma, interrotto dalla morte prematura di
Clebsch, venne proseguito in Germania dal suo allievo M.
Noether e da Brill.

All'inizio degli anni ottanta la teoria delle curve al-
gebriche piane e sghembe era gia sviluppata con metodi pu-
ramente algebrici.

3. Per quanto riguarda le curve piane il punto culminan
te di quel periodo €& la memoria di Brill e Noether del 1873
[5], nella quale sono sintetizzate tutte le conoscenze fino
ad allora ottenute e che fu il punto di partenza delle ri-
cerche di un'intera generazione di geometri.

In essa veniva introdotto il concetto fondamentale di
serie lineare.

Una serie lineare di dimensione r e grado n ( una g:)
sulla curva irriducibile C €& essenzialmente un insieme di
oo’ gruppi di n punti della curva ottenuti intersecando-
la con una curva variabile in un sistema lineare di dimen-
sione r.

Pil precisamente, si chiama divisore sulla curva piana
irriducibile C una combinazione lineare formale finita
D= Zk% p di punti di C a coefficienti interi, dove si de
ve avere l'accortezza di considerare ogni punto singolare
(che per semplicitl3 suporremo ordinario, cicé a tangenti di
stinte) come se si trattasse di piu punti distinti, uno per
ognuna delle direzioni tangenti. I1 grado di D & deg(D) =
= an . D si dice effettivo, denotato D 2 0, se g = 0
per ogni p.

I divisori si sommano e si sottraggono formalmente e co
situiscono un gruppo abeliano Div(C), in cui lo zero & il
divisore nullo. )

Se b, ,D, € Div(C) si pone D, > D, se D, -D. = O.
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Per ogni curva piana di cui C non & componente si pud defi
nire in un modo naturale il divisore da essa segato su C,
che & effettivo e di grado uguale al prodotto dei gradi del
le due curve.

In questo modo si pud associare ad un sistema lineare di
curve piane un insieme di divisori effettivi che si chiama
appunto la serie lineare segata dal sistema. Se tutti i di
visori della g: cosi ottenuta sono » di uno stesso divi-
sore effettivo E, questo si dice un divisore fisso della
serie e sottraendo E da ogni divisore della g si ottiene
una g dove v=deg(E).

Ad esempio se C ha un grado n, le rette di un fascio di
centro un punto p e T” segano una g: ; se p € C allo-
ra E=p & un divisore fisso (in questo caso p si dice un
Eunto fisso) della serie e, sottraendo p si ottiene una
gﬁq . S5 p € C & s-uplo per C allora si pud sottrarre
E=p + ... +B, (le s direzioni tangenti in p) e si ottie-
ne una g;_ﬁ .

Due divisori effettivi si dicono linearmente equivalenti
se esiste una serie lineare che li contiene entrambi (in
particolare hanno lo stesso grado). Piu in generale due di
visori qualunque D, e D, si diconp linearmente equivalenti,
notazione D,~~ D, , se D, -D, =D, -D, , dove D, e D, so
no effettivi e linearmente equivalenti.

L'insieme di tutti i divisori effettivi linearmente equi
valenti ad un dato D costituiscono una serie lineare |D|
che ha la proprietada di non essere contenuta in una serie
pit grande, cioé di essere una serie lineare completa.

Se D~~~ 0 |ID|l & una g . Ogni serie lineare & contenu
ta in un'unica serie lineare completa.

Ad esempio la g segata dalle rette su una cubica con
un nodo & 1ncompleta. perché & contenuta nella g segata
su C dalle coniche per il nodo e per un altro punto qualsia
si; questa g: & completa perché non pud esistere un g:
con r > n (ci sono " n-uple di punti su una curva e non
-di piun).

L'operazione di somma tra divisori & compatibile con la

equivalenza lineare, quindi le serie lineari si sommano e
si sottraggono.

Brill e Nother studiavano le serie lineari usando due
strumenti fondamentali.

I1 primo, di carattere geometrico, & il teorema che af-
ferma che ogni curva piana irriducibile pud essere trasfor
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mata birazionalmente in una dotata di soli punti multipli
ordinari applicando ad essa un numero finito di trasforma-
zioni quadratiche del piano (cioé trasformazioni che a meno
di un cambiamento di coordinate omogenee sono del tipo x, =
=Y N X, =Y, Y, s X, = Y,V ) questo teorema & dovuto a
Noether [47/] ed indipendentemente da Kronecker (non pubbli-
cato). La sua utilita deriva dal fatto che in una trasforma
zione birazionale serie lineari vanno in serie lineari, e
quindi permette di ridursi nel loro studio da una curva ir-
riducibile con singolarita comunque complicate ad una con
singolarita molto piu semplici.

L'altro strumento, di carattere -algebrico, & il teorema
di Noether che oggi chiamiamo dell' AF+B® , e che 1ui chia
mava Fundamentalsatz, dimostrato per la prima volta in [46]
e sul quale Noether ritornd piu volte per successivi ritec-
chi e miglioramenti. Questo teorema afferma la possibilita
di esprimere 1l'equazione di una curva =0, passante in mo-
do opportuno per l'intersezione di due curve F=0 e ¢J=O,
nella forma f=AF+BJ .

Con Brill e Nother gli integrali abeliani e le conside-
razioni topologiche di Riemann furono sostituiti dallo stu
dio delle serie lineari e delle loro proprieta. Il genere
g veniva caratterizzato dalla dimensione della cosiddetta
serie canonica, che & la griz completa segata su C fuori
dai punti singolari dal sistema lineare delle curve piane
di ordine n-3 passanti con molteplicita 3»s-1 per ogni
punto s-uplo di C, dette curve aggiunte a C. Se g=0 la se-
rie canonica € vuota, cioé non ci sono curve aggiunte di
ordine n-3. Per ogni g > 1 si dimostra che la serie canoni
ca & l'unica ggzjz su C.

Se D] & una g} completa e se K & un divisore canoni
co (cioé tale che |[K| sia la serie canonica), la serie
|Kk-D| si chiama la residua di D; & una g ',.m , dove
i 2 0 si chiama 1'indice di specialitd di D, e D si dice
speciale se i > 0. Poiché dim(|K-D|) € dim( |K|) si ha
i€ ge vale 1'uguaglianza se e solo se D~ 0.

Nel linguaggio di Brill e Noether il teorema di Riemann-
Roch, che permette di calcolare la dimensione di spazi di
funzioni meromorfe con singolarita assegnate su una data
superficie di-Hiemann, divenne il legame '

r-i = n-g

tra il genere g ed i caratteri di una g: completa.



Per poter usare il linguaggio moderno dei rasci convie-
ne considerare accanto alla curva piana cc P* il suo
modello nonsingolare C e l'applicazione naturale v»:C—> C,
che € la normalizzazione di C; le considerazioni geometri-
che fatte su C si interpretanoc su C.

I1 gruppo Div(C) si identifica a Div(C); ogni D &€ Div(C)
definisce un fascio invertibile o(D) su C e, se D & effet-
tivo, a meno di un fattore costante non nulloc una sezione
s ¢ ['(c,o(D)) di cui D & il divisore degli zeri. In que-
sto modo una serie lineare di dimensione r contenente D
corrisponde ad un sottospazio vettoriale V di dimensione
r+l di ]—'{C,Q(DJ) contenente s. Se V= T{C,Q{D}) si ottie
ne una serie completa.

Divisori linearmente equivalenti definiscono fasci in-
vertibili isomorfi. Quindi i fasci invertibili di dato gra
do modulo isomorfismo corrispondono alle classi di equiva-
lenza lineare di divisori e quelli dotati di sezioni alle
serie lineari complete di dato grado; 1'operazione di som-
ma tra divisori induce quella di prodotto tensoriale di fa
sci. La serie nulla e la canonica corrispondono rispettiva
mente al fascio strutturale o e al cosiddetto fascio cano-
nico w .,

In questo linguaggio lo studiodelle serie lineari viene
trasformato in quello dei fasci invertibili e delle loro
sezioni.

Ad esempio consideriamo il teorema di Riemann-Roch.
Usando il linguaggio dei fasci la sua dimostrazione si pud
dividere in due parti. La prima € il
Teorema di dualita di Serre. Per ogni divisore D su C c'é
una forma bilineare non degenere

H* (D) x H°(K-D) —> H' (k) = C

la quale induce quindi un isomorfismo H (D)=H°{K-D)* .

In particolare g:h'“'([(]l:h‘I (9) e 1 divisori speciali defi-

niscono fasci invertibili L speciali, cioé con h' (L)_ > 0

'(dove abbiamo denotato con h” (=) la dimensione di HJ (-)).
La seconda parte della dimostrazione consiste nel consi-

derare la successione esatta di fasci su C associata ad o-

gni divisore effettivo D di grado. n:

B —% B =% HD)=—3 o4 (D)— o0

dalla quale si ottiene h°(D)-h' (D) = 1-h' (o)+n, e, applican
do la dualita di Serre, ; '
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h°(D)-h°(K-D) = n-g+l1,

che & appunto il teorema di Riemann-Roch.

4. Il collegamento tra le serie lineari e la geometria
di C & dato dalla loro relazione con le applicazioni di C
in P, in P*o in un P'qualsiasi.

Ad esempio la g2 segata su 5, e quindi su ¢, dalle
rette di P* permette di ricostruire l'applicazione w:C—»
C. Infatti supponiamo che la gi corrisponda ad un sotto-
spazio vettoriale V € H°(L) di dimensione tre per un certo
fascio invertibile L; V si pud identificare allo spazio vet
toriale delle forme lineari su P* e quindi P* si identifi
ca allo spazio proiettivo P(v™ ) dei sottospazi di dimen
sione 2 di V.

Si ha allora w(p)= {s € V / s(p)=0} . Geometricamente
v (p) viene individuato come il centro di un fascio di ret
te dai P* .

Quest'osservazione si generalizza in modo immediato e
permette di interpretare una g1 qualunque*)come un'appli
cazione C — PP* , nella quale la g: é indotta dall'inter
sezione dell'immagine con gli iperpiani. Analogamente le
sezioni con quadriche, cubiche, ecc., definiscono altret-
tante serie lineari.

Una stessa curva pud essere realizzata in diversi modi
in uno spazio proiettivo a seconda delle serie lineari che
possiede (tenendo perd presente che una gﬁ non definisce
necessariamente un'immersione di C in P*). Quindi studia-
re le serie lineari su una curva o studiare le curve in
uno spazio proiettivo sono due facce dello stesso problema.

Questo punto di vista venne applicato da Noether e da
Halphen allo studio delle curve sghembe, ciocé contenute in
[P* , nelle loro importanti memorie [48] e [25], apparse
contemporaneamente e vincitrici ex aequo del premio Steiner
del 1882.

Halphen e Noether affrontarono il problema di classifi-
care le curve sghembe secondo il grado ed il genere, otte-
nendo vari risultati importanti. In particolare Halphen
cercd di caratterizzare 1'insieme delle coppie (n,g) per
le quali esistono curve nonsingolari ed irriducibili di

x) priva di punti base
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grado n e genere g. Il risultato che lui enuncid, ma del
quale diede una dimostrazione incompleta, ¢ stato dimostra
to solo recentemente da Gruson e Peskine [24].

Esso afferma che

1) una curva sghemba C, nonsingolare irriducibile e non
piana, di grado n ha genere

Lﬂ:&f se n & pari

4
g-‘.(.."t(ann)=/ .
(n-1)(n-3) se n & dispari

4
2) Se

1+n(n-3)/6 < g < n(3,n)

allora C sta su una quadrica (e non tutti i valori di g
che soddisfano queste disugunaglianze =i possono ottenere,
ma ci sono delle lacune).

3) Per ogni 0 £ g < 1+n(n-3)/6 esistono curve nonsingola
ri irriducibili e non piane di genere g e grado n.

La dimostrazione di Gruson e Peskine consiste nel co-
struire esplicitamente curve aventi dato grado e genere su
una superficie cubica nonsingolare oppure su una superfi-
cie quartica con retta doppia.

Lo studio delle curve di P* venne portato avanti in
quello stesso periodo soprattutto in Italia. Qui si stava
sviluppando una nuova scuola geometrica i cui iniziatori
furono Cremona (prima a Bologna, poi a Milano e a Roma),
Betti (a Pisa) che era stato il primo cultore e divulgato-
re in Italia delle opere di Riemann, Beltrami (a Bologna),
Battaglini (a Napoli) ed altri.

Prima con Veronese e poi con C.Segre si era molto inten
sificato lo studio della geometria iperspaziale. In questa
direzione si ebbero nuovi interessanti sviluppi per le cur
ve algebriche. C.Segre, e poco dopo il suo allievo G.Castel
nuovo, riformularono la teoria delle serie lineari sulle
curve puramente in termini di'geometrja proiettiva.

Il tentativo di svincolare la teoria del Fundamental-
satz di Noether condusse Castelnuovo a dare una nuova di-
mostrazione del teorema di Riemann-Roch basandosi su una
formula di geometria numerativa.

Egli trovd anche una formula per il massimo genere
X (r,n) che pud avere una curva di grado n in [P™ (genera-
lizzando 1'analoga formula data da Halphen nel caso r=3) e
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caratterizzo le curve di genere massimo, dette oggi curve
di Castelnuovo. Di quel periodo sono importanti i lavori
[59), [6]1, [7]; si veda anche 1l'interessante [14] di Fano
(sua tesi di laurea a cui lavord sotto la direzione di Ca-
stelnuovo) le cui ricerche meriterebbero di essere riprese.
La classificazione delle curve nonsingolari di P',
r » 4, rispetto al genere ed al grado, simile a quella di
Halphen per r=3, non € mai stata fatta. Recentemente Giesg
ker [20] ed Eisenbud e Harris [27] hanno dato contributi a
questo problema.

5. I1 metodo di Segre e Castelnuovo consisteva nello
studiare le serie lineari sulla curva canonica.
5i dimostra facilmente che se C ha genere g > 3 e non &

iperellittica (cioé non possiede una g; *)), la serie ca-
nonica manda C isomorficamente su una curva di grado 2g-2
in P¥', la curva canonica di C.

Nel caso iperellittico la serie canonica definisce una
applicazione 2-1 di C su una curva razionale di grado g-1
di P4, _

‘Lo studio delle serie lineari su una curva iperellitti-
ca non € difficile. Se invece C non & iperellittica, e la
identifichiamo con la curva canonica, vediamo che un divi-
sore effettivo & speciale se e solo se & contenuto in un
iperpiano di P¥'. _Pid precisamente 1l'indice di specia -
lita di D & il numero di iperpiani linearmente indipenden-
ti che contengono D. Quindi se |D|] & una g con ng2g-2,
il sottospazio lineare (D7 n-secante C che D genera in
f”" ha dimensione che per il teorema di Riemann-Roch &
uguale a

dim(<D?3>) = g-1-i = n-r-1

Questa interpretazione geometrica del teorema di Rie-
mann-Roch fornisce una notevole proprieta della curva cano
nica : se C possiede un P"™' n-secante, ne possiede ©o".

Ad esempio, se C possiede una retta trisecante allora ne

x) Ogni curva di genere 2 possiede una g; , la serie ca-
nonica; se g > 3 non tutte le curve di genere g sono iperel
littiche, ma esistono curve iperellittiche di genere g per
ogni g. )
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possiede 0! , che segano su C gli altrettanti divisori
di una gl completa.

Pili in generale ogni proprieta delle serie lineari spe-
ciali su C riflette una proprieta proiettiva della curva
canonica e viceversa.

Di qui 1'interesse di studiare la curva canconica. Noe-
ther ne aveva iniziato lo studio dimostrando che & proiet-—
tivamente normale.*)

Enriques dimostro nel 1919, in una breve nota [12], che
Cc c PP¥ & intersezione delle quadriche c¢he la conten-
gono , con l'eccezione di due casi : C possiede un g; (&
"trigonale'"), oppure C ha genere 6 ed & isomorfa ad una
quintica piana nonsingolare. La dimostrazione di Enriques,
molte elegante e concisa ma incompleta, fu ripresa e com-
pletata da Babbage’nel 1939 [3].

Dello stesso argomento si occupd anche Petri in un suo
lavoro del 1922 [50] rimasto praticamente sconosciuto fino
ad una quindicina di anni fa. Petri dimostrdé che le quadri
che che contengono la curva canonica ne generano 1'ideale
tranne che nei casi d'eccezione descritti da Enriques, nei
quali 1'ideale & generato da quadriche e cubiche. Il meto-
do di Petri consiste nel descrivere esplicitamente, in un
modo molto ingegnoso, una base dello spazio vettoriale del
le quadriche contenenti la curva canonica C, e nell'espri-
mere attraverso di loro ogni polinomio dell'ideale. La sua
dimostrazione €& stata riscritta e chiarita in linguaggio
moderno da Saint Donat [55].

6. In un successivo lavoro [51] Petri si occupd di e-
stendere il risultatc precedente a curve preoiettive piu ge
nerali delle curve canoniche. Il problema generale da lui
affrontato &€ quello di trovare un procedimento per descri-
vere esplicitamente le equazioni che definiscono una curva
di ﬁgt (cicé il suo ideale),. o almeno dare informazioni
sulle equazioni a partire da informazioni sulla curva, qua
1i il genere, il grado e varie proprieta della serie iper-
piana e dei suoi multipli.

-

Un esempio del genere & il teorema (dovuto a G.Gherar-

%) Una curva C C P* si dice proiettivamente normale se
é nonsingolare e se per ogni d 2 0 le ipersuperfici di gra
do d segano su C una serie lineare completa.
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delli [18]) che afferma che una curva nonsingolare di P*

€ un'intersezione completa se e solo se & proiettivamente
normale e la serie canonica coincide con la serie |dD]| per
qualche d 2 0, dove D € il divisore di una sezione piana
(quest'ultima proprieta si esprime dicendo che C & '"sotto-
canonica').

Una classe di curve piu ampia delle intersezioni comple
te e che si descrivono facilmente sonc le proiettivamente
normali in.F”, studiate da Apery, Gaeta e Dubreil, e succes-
sivamente da Peskine e Szpiro [49]. Queste curve sono ca-
ratterizzate dal fatto che il loro ideale & generato dai
minori di ordine massimo di una opportuna matrice M di di-
mensione m x (m+l) a elementi polinomi omogenei; cid & e-
quivalente alla loro proprieta geometrica di essere "di re
siduale finito" (C C.IP* & di residuale finito significa
che esiste una successione C:Ci ""’Ck di curve tali che
Co v C,, sia un'intersezione completa per i=2,...,k e
Qk sia un'intersezione completa). Una proprieta importan-
te di queste curve & che si descrivono tutte al variare ge
nericamente della matrice M corrispondente (cioé senza im-
porre alcuna condizione chiusa ai coefficienti dei polino-
mi di cui €& formata). Purtroppo questa facilita di rappre-
sentarne le equazioni € compensata dal fatto che le curve
proiettivamente normali in P* sono quasi tutte molto parti
colari tra quelle del loro genere.

Descrivere esplicitamente curve sufficientemente gene-
rali tra quelle di dato genere, in un senso opportunco che
chiariremo pil avanti, diventa sempre piu difficile al cre
scere di g. Petri dette solo dei risultati parziali in que
sta direzione, ma alcune sue idee sono state riprese ed e-
stese successivamente dando origine ad un filone di ricer-
ca molto interessante.

Nel 1960 Mumford dimostrd un analogo del teorema di En-
riques-Babbage-Petri, il quale afferma che se D & un divi-
sore di grado n sufficientemente alto su una curva nonsin-
golare C di genere g, la g::° completa |D| immerge C
in P™% e 1'immagine & proiettivamente normale ed il
suo ideale & generato da quadriche [41]. La stima di Mum-
ford € n » 2g+l per la normalita proiettiva ed n » 3g+l
per la generazione quadratica dell'ideale. Quest'ultima &
stata poi migliorata ad n » 2g+2 da Saint Donat [56].

Quando n € basso rispetto al genere & molto piu diffici
le dare informazioni anche solo qualitative sull'ideale di
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una curva proiettiva di grado n. Diverse generalizzazioni
parziali dei risultati descritti sopra sono state trovate,
ma ancora molto c¢'é da scoprire in questa direzione.

Recentemente & stato congetturato da M.Green [21} che 1
vari caratteri numerici di una risoluzione libera minimale
dell'ideale di una curva canonica C C JP¥' riflettono fe-
delmente proprieta geometriche di C; cid generalizzerebbe
il fatto che i1 gradi dei generatori dell'ideale di C dipen
dono da proprieta geometriche di C. Su questo problema si
hannc solo alcuni risultati parziali.

7. Fissiamo una curva irriducibile e nonsingolare C. De
notiamo con Pic(C) il gruppo di Picard di C, cioé il grup-
po delle classi di .isomorfismo di fasci invertibili su C.
3i ha

Pic(C) = @, Pic(C)

dove Pic™ (C) & il sottoinsieme dei fasci invertibili di
grado n. Pic®(C) & un sottogruppo di Pic(C); fissato Mg
Pie™ (C) l'applicazione

Pice(C) —» Pic™(C)
L P —— L@&M

é una pbiezione.

Il primo fatto geometricamente importante & che Pic®(C),
€ guindi ogni Pic™ (C), ha una struttura naturale di va-
rieta proiettiva irriducibile e nonsingolare di dimensione
g uguale al genere di C; & una varieta abeliana, cioé la
struttura di gruppo commutativo & compatibile con la strut
tura di varietad. Si chiama varieta jacobiana di C, denota-
ta anche J(C).

Nel caso g=0 J(C) si riduce ad un punto e Pic(C) ¥ Z ;
cid significa che tutti i fasci invertibili di dato grado
n sono isoformi e quindi tutti i divisori di grado n sono
linearmente equivalenti tra loro. E' una situazione molto
semplice che dipende dal fatto che ogni curva di genere ze
ro & razionale e dal fatto evidente che su Fﬂ due punti
gualsiasi sono linearmente equivalenti.

Se g=1 J(C) & una curva. Fissato un punto p, € C possia
mo definire un'applicazione

¢ = Piclle)

P +—> 0o(p-p,).
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Quest'applicazione (che & un morfismo) non & costante
perché altrimenti C sarebbe razionale, perché possiedereb-
be una g: ; quindi & suriettiva, E' anche iniettiva per
lo stesso motivo, quindi C & isomorfa alla sua jacobiana.

Consideriamo pit in generale una curva di genere g gua-
lunque., Per ogni n 21 l'insieme dei divisori effettivi di
grado n su C ha una struttura naturale di varietad algebri-
ca proiettiva e nonsingolare di dimensione n: & ottenuta
dal prodotto cartesiano

CxC...xZ¢C
n volte

facendone il quoziente rispetto all'azione naturale del
gruppo simmetrico @, , che permuta i fattori; si denota
g e si chiama il prodotto simmetrico n-esimo di C.
Per ogni n abbiamo un'applicazione naturale

(m

2 €T Pie™ ()
Dy—> 0o(D)

che ha per fibre i sistemi lineari di grado n. Dal tecrema
di Riemann-Roch segue subito che €& suriettiva se
n » g. Fissato p, € C, si ottiene

(m)

C™'—= Pico(C)

D —= o(D-np, )

che & la composizione di W, con l'isomorfismo di varieta
pic™ (¢) —> Pice(C)
L~>L(-np, ).

Si osservi che C™ = C e che per ogni n le fibre di-y,
sono connesse perché sono spazi proiettivi. In particola-—
re vediamo che W, € un isomorfismo birazionale, cioé& la
jacobiana di C & birazionalmente isomorfa a €% , da cui
€ ottenuta contraendo ad un punto ogni sistema lineare spe
ciale, come segue dal teorema di Riemann-Roch,

Ad esempio se g=2 l'applicazione

eP s pre®oy

D

biiettivacon l'eccezione della fibra di w 1la cui fibra

un P*' la g’ canonica. Quindi J(C) & ottenuta da
(2 ~ : " 5 &
contraendo una sua curva (che & eccezionale di 1

T e
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specie).

Supponiamo g=3 € C non iperellittica; la curva tanonica
di C & una quartica piana nonsingolare. Consideriamc 1'ap-
plicazione
.l'Pa :Cﬂ) piC(_‘”(C)

T divisori D € ¢c® speciali sono le o* terne di punti
di ¢ € P* che sono allineate. L'insieme dei corrisponden-
ti o(D) in Pic® (C) si pud identificare all'insieme dei
"quarti punti" di intersezione di C con le corrispondenti
rette. Quindi il luogo in Pic®(C) al di sopra del quale
W, non & un isomorfismo €& una curva isomggfa aCe la
sua immagine inversa & una superficie di C , birazional
mente isomorfa a CxP' .

In generale & facile dlmoqtrare che 1'immagine \,_ AC )
& un divisore di Pic*'(C) *) , che si chlama il
divisore theta, denotato 6 , e consiste di tutti i fasci
invertibili speciali di grado g-1. E' un divisore am-
pio su Pic¥' (C) e definisce quella che si chiama
una polarizzazione principale. Un famoso teorema di Torel-
1i [64] afferma che la coppia (Pic¥'(C),®) individua
C, cioéd <che se C' & una curva tale che esista un isomorfi
smo tra Pic?¥ ' (¢) e Pic¥? (C') che porta 1 divisori
theta uno nell'altro, allora C' & birazionalmente isomorfa
a C. )

Ad esempio nel caso g=2 il divisore theta €& isomorfo a
C (in generale 'w{C) C per ogni g).

Se =3 il d1v1sore theta & isomorfo a ch a meno che C
non sia Jperelllttlca, nel qual caso la g‘ viene contratta
ad un punto in Pic )(C) singolare per il divisore theta.

Torniamo al caso generale. Sia

w: = {Le Pic™(C) / h°(L) 2 r+1}

cioé 1l'insieme di tutte le g ‘complete, con s2r. Fissia-
mo un punto p, € C e mediante moltlplicazlone per o( np,}
realizziamo ogni W, come sott01n51eme di Pic®(C)=J(C).
possibile dimostrare che w ha una struttura naturale dl
sottoschema chiuso J(C).

%X) Nel caso non iperellittico si pud usare la versione geo
metrica del teorema di Riemann-Roch per dimostrarlo.
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Ad esempio WS = %Q(CQ"\ ); se n £ g, dim(W& )=n, men
tre sen > g W2 = W; =...= WY . Con qgueste notazioni
il divisore theta & w;q . 51 ha anche ovviamente
WA S W

E' un problema fondamentale studiare la struttura dei
vari We . Innanzitutto: quand'é che W. #£¢@ ?

La risposta dipende da g,r,n ma anche da C, Ad esempio
w; # @ se e solo se C & iperellittica,

Brill e Noether dettero un criterio su g,r,n afflnche
sia ww # ¢ su ogni curva di genere g, basato sul segueg
te semplice ragionamento.

Supponiamo C non iperellittica (il caso iperellittico
si pud trattare a parte) canonicamente immersa in ¥ |
Possiamo supporre che g-n+r >» 0O, cicé che W: consista
di fasci speciali, perché il caso non speciale & banale. E!
facile vedere che se W, # ¢ allora W' & W' ; quindi
N: £ ¢ equivale all'esistenza di L& hf e (W . Ra-
gionando sulla curva canonica, l'esistenza di un tale L e-
quivale a quella di un P™™' n-secante C.

1 P che contengono almeno un punto.di C costi-
tuiscono una sottovarieta irriducibile non vuota di codi-
mensione g-n+r-1 della Grassmanniana G(n-r-1,g-1). Quindi
1'insieme S dei P™' ri-secanti C ha codimensione in
G(n-r-1,g-1) non superiore a n(g-n+r-1), se non & vuoto;
in tal caso 5 ha dimensione almeno r, come segue dall'in-
terpretazione geometrica del teorema di Riemann-Roch. Quin
di si deve avere

r € dim(G(n-r-1,g-1)) - n(g-n+r-1),
ciod
g-(r+1)(g-n+r) 2 O,

p(g,r,n):=g-(r+l)(g-n+r) si chiama numero di Brill-Néthenr

Per loro era implicitamente evidente che S£¢ ; ma 1'argo-
mento precedente non dimostra affatto che WX # ¢ se
‘¢ (g,r,n) » 0. Cid che esso prova € che se la disuguaglian
za €& soddisfatta e se W # ¢ allora ogni componente ir-
riducibile di W, ha dimensione > 9(g,r,n). _

Una dimostrazione completa del criterio di Brill e Noe-
ther, cioé del fatto che su ogni curva di genere g si ha
Wy £ @  edim(Ww, ) > ¢ (g,r,n) se. e(g,r,n) =2 0 &
stata data da Kleiman e Laskov [37] e, indipendentemente,
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da Kempf [35] .

C'é da chiedersi se e quando la stima precedente sia
precisa, cioé si abbia proprio dim(HE):@(g,r,n).

La risposta fu data ancora da Brill e Noether, i quali
affermarono (ma senza dare una dimostrazione) che si ha

w: =¢Se P(g’r!n)<0:
& dim(W:}= e(g,r,n) se (g, r,n)=0

su ogni curva "sufficientemente generale",

I1 senso preciso della condizione "C & sufficientemente
generale" proviene dalla considerazione della varieta dei
moduli, della quale parleremo tra poco; per ora acconten-
tiamoci del suo significato intuitivo.

Giustificare 1'affermazione, o meglio la congettura, di
Brill e Noether & stato a lungo un problema aperto. Di es-
sa Severi ha tentato di dare una dimostrazione [62]. In
[36] Kleiman ha fatto vedere che il ragionamento di Severi
poteva essere ridotto ad un problema di geometria numerati
va. Tale problema & stato poi risolto, e conesso lacongettu
ra dimostrata completamente, da Griffiths e Harris ink%ﬂ *
Da questo risultato segue che su una curva sufficientemente
generale tutti gli schemi w: sono ridotti.

Un altro problema interessante viene dal fatto, facile a
dimostrarsi, che wf“ é sempre contenuto nel luogo singolare
di W: , per ogni curva C. Anzi, nel caso r=0,n<g-1, Woe

-
proprio uguale al luogo singolare di H: ; piu precisamente
i punti s-upli di W, , s3»2, sono gli LEW " ~W’, cioé ta

1i che h°(L)=s. Questo €& quanto afferma il cosiddetto teo-
rema di singolarita di Riemann nel caso n=g-1, generalizza
to da Kempf in [34] agli altri valori n<g-1.

E' facile dare esempi in cui w:“ ¢ diverso da Sing(w:},
ma in tutti questi esempi la curva ha proprieta molto par-
ticolari che una curva pilu generale del suo stesso genere
non ha. E' naturale quindi congetturare che se C & suffi-

cientemente generale e ¢(g,r,n) = 0 allora Wi'' = Sing(W}).

-
Questa congettura, formulata da Mayer, €& equivalente ad una
asserzione di natura coomologica che Petri fece in [51].

Per una discussione di questa equivalenza rimandiamo il let

%) Nel caso r=1 la dimostrazione era gia stata data da
Laskov in un'appendice di [36].



23

tore a [11 , dove la congettura & stata dimostratanel caso
r=2 (per r=1 essa era gia nota); nel caso generale & stata
dimostrata da Gieseker [19].

Per dimostrare sia la congettura di Brill-Noether che
quella di Petri & sufficiente far vedere che sono vere per
una sola curva C di dato genere (questo segue da fatti ge-—
nerali piuttosto elementari). Questo perd non semplifica
affattoc i1l proeblema: sembra infatti molto difficile trova-
re una tale curva nonsingolare di dato genere. Paradossal-
mente avviene che, anche se su quasi tutte le curve sono
vere le asserzioni di Brill-Noether e di Petri, praticamen
te su ogni curva singolare che si riesce a trovare esse
sono false. Il metodo usato da Griffiths-Harris e da Giese-
Ker per aggirare guesto ostacolo € di cercare particeclari
curve singoclari sulle quali sia possibile verificare il
teorema (in un senso generalizzato opportunamente), per
poi estenderlo a curve non singolari '"deformando'" la curva.

I1 metecdo di ridurre problemi riguardanti le serie 1i-
neari su curve nonsingolari a problemi su curve singolari
si & andato sempre piil estendendo negli ultimi anni. Ma_
dal punto di vista delle serie lineari le curve singolari
non sono ancora ben comprese; sviluppi in questa direzione
avranno una grande importanza.

A completare il quadro delle proprieta geometriche dei
M: ¢'é un recente teorema di Fulton e Lazarsfeld [17] X
quale afferma che se C & una gualungue curva di genere g
e e@(g,r,n) > 0, allora w: € connesso; se inoltre C & suf
ficientemente generale allora W: & irriducibile. B

Per terminare questa breve panoramica sui N: vediamo
cosa accade gquando la curva C & molto particolare.

Supponiamo n £ g-1. Per un motivo piuttosto elementare
(il teorema di Clifford) wj # 0 implica n 2z 2r, e se va-
le l'uguaglianza allora C & iperellittica. E' stato dimo-
strato da H.H.Martens [39] che W' ha dimensione n-2r e
che se l'uguaglianza vale per almeno una componente irri-
ducibile allora C é& iperellittica.

I1 teorema di Martens & stato raffinato da Mumford [43)
il quale ha dimostrato che se C non & iperellittica allora
dim(W,. ) £ n-2r-1, e se vale 1'uguaglianza allora C sod-
disfa una delle seguenti condizioni:

a) €& trigonale, b) & una quintica piana nonsingolare, c) &
un rivestimento doppio di una curva di genere uno.

Esistono ulteriori raffinamenti del teorema di Martens
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e vari risultati di questo tipo, i quali tutti vanno nella
direzione di cercare di caratterizzare esplicitamente quel
le curve di dato genere g per le quali qualche W: non ha
la dimensione f(g,r,n) postulata da Brill e Noether.

8. Un problema fondamentale €& quello della classifica-
zione.

Sia ¢n? l'insieme delle classi di isomorfismo biraziona-
le di curve di genere g. Il problema €: descrivere 7n,

La soluzione & facile per i primi valori di g.

M, possiede un solo elemento.

Ogni curva C di genere uno & isomorfa ad una cubica pig
na nonsingolare (infatti ogni D € c® definisce una g5
senza punti base che immerge C 1n P* ) e la cubica pud ri
dursi ad avere equagzione affine y =x(x-1)(x- A ) per qualche
A #0,1.

E' un teorema classico (dovuto a G.Salmon) che due cu-
biche siffatte C(A ) e C(p ) sono isomorfe se e solo se e
siste una proiettivita di [P' che manda la quaterna non
ordinata §0,1, ©o ,1} nella quaterna non ordinata {0,1,
© ,pu} . Per un dato A esistono sei valori di p con
questa proprietd (in corrispondenza alle sei proiettivita

che. permutano 0,1,00 ) e sono

4
-1 —
a2 x

A
4 e = =
rL‘-. l 3 rJ-‘-;q_—l B ’L’—_-T ) F“¢: = ) M’- A1 ] P-: 4=

L'espressione
‘(n"- «1)
A= 2%

assume lo stesso valore di J(px} precisamente se p € uno
del f{hiseae, P , € quindi j(1 ) dipende solo da c(i)

e M, ; si chiama 1l'invariante j della curva C()l ) e as-
sume tutti i valori in € . Quindi M, si pud identificare
a @€ tramite Jj.

Descrivere M, & gia alquanto piu complicato, ed & sta-
to fatto da Igusa [33]. Si procede in modo analogo al pre-
cedente. Ogni C G’Tna pud essere realizzata come una curva
piana di equazione y% =g(x), dove g(x) & un polinomio di
grado sei a radici distinte; due curve piane siffatte,

y =g, (x) e - i =g, (x), sono birazionalmente equivalenti
se e solo se esiste una proiettivita di F” che porta le
sei radici di g, (x) nelle sei radici di g2 (x). Questo




25

conduce a descrivere ”m.: con i punti di una varieta affine
irriducibile di dimensione tre immersa in C' .

Una descrizione esplicita di m per g > 3 non & nota.
Ciononostante 'Tn..% & stato molto studiato e molte sue pro-
prieta sono conosciute. La piu importante & certamente
quella di avere una struttura naturale ai varieta algebri-
ca quasiproiettiva, come accade nei casi g=0,1,2. Questa
struttura esiste per il fatto che esistono famiglie di cur
VE.

Una famiglia di curve si definisce come un morfismo
piatto di varieta algebriche f: E —> S tale che per o-
gni s € S la fibra f~" (s) sia una curva. S si dice la va-
rieta che parametrizza la famiglia f. La piattezza & una
proprieta tecnica molto d?bole ma sufficiente a garantire
che il genere r:u:i.tme‘ticoJE e altri caratteri delle fibre
rimangano localmente costanti al variare di s € S. Quindi
se le fibre di f sono nonsingolari ed S & connessa, tutte
le curve della famiglia hanno lo stesso genere. In modo si
mile si possono definire famiglie di varieta proiettive.

Ad esempio le curve piane di dato grado n costituiscono
una famiglia perché sono parametrizzate dai punti di una
varieta algebrica, e precisamente lo spazio proiettivo
P , N=( ™¥*)-1, con coordinate omogenee i coefficienti
di un polinomio omogeneo di grado n. In questo caso € &
la sottovarieta di P*xP" definita dall'equazione
P(x, ,x, ,X, )=0 dove P € il polinomio omogeneo di grado
n in x, ,%x, ,X, a coefficienti indeterminate, S= PY ed
f: E—> S il morfismo definito dalla proiezione di l?&x
sul secondo fattore.

In generale una famiglia f: € —> S si dice una fami-
glia di curve di P* se © & un chiuso di P%s ed £ &
il morfismo indotto dalla proiezione P*xs ——> S. La
piattezza in questo caso equivale a che tutte le fibre ab-
bianc lo stesso polinomic di Hilbert.

Se f: €E~—> S & una famiglia di curve nonsingolari di
genere g, é definita un'applicazione

5 —ﬁ—a,p’rn..,‘

mandando Gi—a 7 08).

*)1 genere aritmetico di una curva C (singolare o no) &
p (C)=1-h°(0)+H(0).
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La struttura di varietd algebrica su M, & definita ri-
chiedendo che tutte le applicazioni ottenute in questo mo-
do da famiglie di curve siano dei morfismi di varieta alge
briche. Con questa struttura ’HI? si chiama la varieta dei
moduli delle curve di genere g. '

Dimostrarne l'esistenza & alquanto difficile; per farlo
sono necessari gli strumenti pin sofisticati della geome-
tria algebrica (si veda la dimostrazione di Mumford in
[42] e [44]). Sarebbe interessante vedere quanta parte ha
avuto il problema della costruzione della varieta dei mo-
duli delle'curve e di altre classi di varieta algebriche
nel condizionare l'evoluzione della geometria algebrica ne
gli ultimi 40 anni . Purtroppo sono costretto a sorvolare
su questo punto che mi porterebbe troppo lontano dal no-
stro tema. '

Una volta accertato che Wn@ & una varieta, la condizio-
ne "C & sufficientemente generale tra le curve di genere
g" (o, come si dice, "C &€ a moduli generali") significa
che C pud essere scelta in un aperto di Zariski di YH? s
ciné che a C non si & imposta alcuna condizione chiusa. In
caso contrario si dice che C & "a moduli particolari".

11 fatto che le curve, e pill in generale le varieta al-
gebriche, si presentano in natura distribuite in famiglie
& un fenomenc molto importante ed & essenzialmente il moti
vo per cul esiste M (come varieta algebrica). E' per
questo che l'esistenza di ¢nﬁ ¢ sempre stata data per scon
tata dai geometri, anche quando dimostrarla era fuori del-
la portata delle tecniche a loro disposiziocne. La parola
"moduli'" risale a Riemann, il guale indicava con questo
termine i parametri continui dai quali dipende localmente
in ¢n, una curva di genere g. Egli trovo che il loro nume-
ro (cioé la dimensione di My ) & uguale a 3g-3 se g = 2,
& 0, ©Pisp, A, 56 g=0, Pisp. l.

Un calcolo euristico pud farsi facilmente nel modo se-
guente.

Supponiamo g » 2 e fissiamo n > 2g+l. Un tecrema classi
co (il teorema di esistenza di Riemann) afferma che asse-
gnati comunque & =2(g+n-1) punti distinti p, ,...,p; di
TP' & possibile costruire in un numerc finito di modi una
curva C di genere g ed una g:priva di punti base su C che
definisce un morfismo q:C ——> P’ ai grado n 1 cuil punti di
diramazione sono precisamente RS o
I1 numerco di parametri da cui dipende questa costruzione &
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8 -3=2g+2n-5, perché ogni é-upla viene trasformata dalle
proiettivita di P' in o0® altre che danno luogo alla stes
sa curva con la stessa g: . Ogni curva di genere g si ot
tiene in questo modo; infatti essendo n sufficientemente
grande, ogni C eTn% possiede oo” g:'7 complete prive
di punti base, ognuna delle quali contiene oo™ %~ g’
che definiscono un'applicazione di C in ' ai grado :
con § punti di diramazione distinti. Ne segue che le cur-
ve birazionalmente distinte ottenute con la costruzione di
Riemann dipendono da

2n+2g-5-(g+2n-2g-2) = 3g-3

parametri.

Per mezzo di una semplice argomentazione topologica &
possibile completare. il ragionamento precedente e dimostra
re che M, & irriducibile. Cid fu fatto da Klein in [38]
utilizzando un modo canonico di rappresentare un rivesti-
mento n-uplo di P’ dovuto a Liaroth e Clebsch. Per una de
scrizione molto leggibile di questo metodo si consulti
1t

I1 metodo di Klein fu esteso da Hurwitz [32], che stu-
did le varieta dei moduli dei rivestimenti n-upli di gene-
re g di P' , H_ per ogni n e g (i cui elementi sono
le coppie (C an; ,8) su C)), ne calcold la dimensione
e ne dimostrd 1l'irriducibilita. In particolare Hurwitz di-
mostrd che il luogo "m.;1~ € M, che consiste di tutte
le curve di genere g che bossiedono almeno una gl (ed e
l'immagine dell'applicazione naturale Hﬂﬁ — ) & un

chiuso irriducibile di dimensione uguale a ®

min(3g-3,3g-3+ ¢(g,1,n)) = nin{3g=3,2g+2n-5)""
Ad esempio il luogo 4Tf%z ha dimensione 2g-1 < 3g-3 se
g 2 3 e quindi le curve iperellittiche di genere g 2> 3 so
no a moduli particolari. Analogamente sono a moduli parti-
colari le curve trigonali di genere g > 5, perché
dim( Qﬂ;ﬁ ) = 2g+1 < 3g-3 se g 2 5; ecc.

Rimaneva il problema di dare una dimostrazione puramen-
te algebrico-geometrica (alla Clebsch-Noether) dell'irri-
ducibilita di qng. Enriques nel 1912 si occupd marginal-

Una lacuna nella dimostrazione di Hurwitz venne segnala
ta da Severi e colmata da B.Segre in [58].
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mente della questione, mentre Severi vi si dedicd in modo
sistematico. Entrambi pensarono di poter ricondurre il
problema a quello di dimostrare 1'irriducibilita della fa-
miglia delle curve piane di dato genere g e grado n dotate
di soli nodi. Questa famiglia ¢ parametrizzata da un sotto

insieme localmente chiuso V. ai °° M- R Jad; lo
spazic che parametrizza tutte le curve piane di grado n.
Ogni componente irriducibile di V, ha dimensione

N-§ = 3n+g-1, dove § =("7' )-g ® il numero di nodi pos-

seduti da una gualunque curva della famiglia. Poiché se
n % 0 ogni curva di genere g e birazionalmente isomorfa
ad una curva piana irriducibile di grado n con $ nodi,
dall'irriducibilitd di Vi o seguirebbe quella di’)’ﬂ.g .
perché per definizione di fﬂl% si ha un morfismo surietti-
vo V.. ﬁ-——e-QTl 5

)fortunatamente sia la dimostrazione di Enriques che
quella di Severi ( [62] , Anhang F) sono incomplete. En-
trambe sono di natura induttiva e si basano sulla possibi-
lita di fare degenerare una qualunque curva piana irridu-
cibile con & nodi in una con &+1 nodi; che cid sia pos-
sibile non fu da loro dimostrato ed ancora non & noto.

Fino ad oggi il problema di decidere se V_ e sia irri
ducibile per ocgni n,g oppure no, detto ”problema di Seve-
ri'", & rimasto senza una completa soluzione. Vari risulta-
ti parziali sono stati trovati, il piQ generale dei quali
& dovuto ad Arbarello e Cornalba [2} ; esso afferma che

€ irriducibile per tutti gli n,g tali che il nume-

ro dl ‘Brill-Noether e(g,2,n)=g-3(g-n+2) sia positivo,
cioé in gquasi tutti i casi in cui il morfismo Eh%_—a-Tn?
ha immagine densa (resta fuori solo il caso @=0). La lo-
ro dimostrazione perdo utilizza 1'irriducibilita di ¢ﬂ3 e

- quindi il risultato non pud essere usato per dimostrarla.

Nel 1969 Deligne e Mumford dimostrarono 1'irriducibili-
ta di‘Tn% per curve definite su un campo algebricamente
chiuso di caratteristica qualunque, utilizzando il risulta
to classico dimostrato topologicamente. Una dimostrazione
puramente algebrico-geometrica dell'irriducibilita di’ﬂl§
& stata trovata solo nel 1982 da Fulton [15]; essa fa uso
della compattificazione H m, o , costruita da Harris e
Mumford, della varieta dei moduli H, m,op dei rivestimenti

n-upli di “ﬂ di genere g. Per altre notizie sul proble-
ma di Severi si veda l'articolo [16} di Fulton.

Severi sollevé in [63] un'importante questione riguar-
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dante la varieta dei moduli, congetturando che'Tn%,sia ra-
zionale o almenc unirazionale.

Ricordo al lettore che mentre la prima condizione signi
fica che esiste un isomorfismo birazionale tra TN, e P** |
unirazionale vucl dire che per qualche N esiste un'applica
zione razionale PY —— con immagine densa. Quindi la
unirazionalita di M, coincide essenzialemnte con la pos
sibilita di trovare una famiglia di curve di genere g a
moduli generali parametrizzata dai punti di uno spazio af-
fine o proiettivo, variabili liberamente senza alcuna con-
dizione chiusa. La razionalita €& invece ovviamente una con
dizione molto piu forte.

Nel formulare la sua congettura Severi si basd sulla e-
vidente razionalita di TN, 2 € e sull'unirazionalita di
an, per g £ 10, di cul diede una semplicissima dimostra
zione, utilizzando famiglie di curve piane irriducibili
con nodi.,

Ecco qual & la sua argomentazione. Supponiamo per il mo
mento, come faceva Severi, che le varieta “MQ siano irri
ducibili. Sappiamo che se ¢@(g,2,n) > 0, o equivalentemen
te se n » 2g/3 + 2, WHQ' parametrizza una famiglia di
curve a moduli generali.

L'idea € di far vedere che se per ogni g £ 10 si pren-
de il minimo n che soddisfa la disuguaglianza precedente,
allora i & nodi della curva variabile variano genericamen
te in JP? , cioé descrivono un sottoinsieme denso di
(P* @ , il prodotto simmetrico $-uplo 4i P* .

Cid €& quanto dire (lo si pud facilmente vedere) che
scelti genericamente & punti di P?* esistono curve di
grado n singolari in quei punti; poiché ogni punto impo-
ne tre condizioni alle curve di dato grado che devono aver
lc come punto singolare, 1'asserzione precedente:segue 'dal
fatto che 38 € (™/*)-1 in tutti quei casi, come si calcola
immediatamente.

Dalla genericita dei nodi e dalla razionalita di (P*
segue subito che %%% € razionale, perché 1l'applicazio-
ne

)lﬂ

(£ 1]
Vg —sp € P)
S—upla dei nodi della
curva param. da p

pr— )

ha immagine densa e ha per fibre dei sistemi lineari, cioé
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spazi proiettivi. Poiché “ms parametrizza curve a modu-
1i generali, l'applicazione naturale Vyg_h_;Tﬂ% ha im
magine densa e quindi ’Tﬂa € unirazionale. Non €& diffici-
le vedere che 1'ipotesi di irriducibilita di Vo, o & sod-

disfatta in tutti i casi considerati; ad esempio possiamo
usare il risultato di Arbarello e Cornalba citato prima
nei casi p(g,2,n) > 0, e quindi in tutti ad eccezione
di g=3,6,9, nei quali pud essere dimostrato direttamente
(per g=3,6 anzi & banalmente vero).

Quando g » 11 ed n > 2g/3 +2, i nodi delle curve pa-
rametrizzate da va non variano genericamente in Fﬂ »
ma descrivono un sottoinsieme localmente chiuso di (Wﬂf“
delle cui proprietd nulla si sa.

Questa € un'ulteriore prova della difficolta che presen
ta lo studio delle:rfamiglie di curve piane. Per una inte-
ressante discussione di questo tema si veda [57].

Per molto tempo la congettura di Severi & rimasta senza
conferme né smentite, se si eccettua la costruzione diﬁ1ﬁ
da parte di Igusa dalla quale segue che M, & razionale.

Di recente la situazione €& radicalmente cambiata. Har-
ris e Mumford nel 1982 [28] hanno dimostrato che per infi-
niti valori g (precisamente per tutti i g dispari 2> 23)
M, non & unirazionale. Il loro risultato & stato poi e-
steso a tutti i g » 23 da Harris [26] e da Eisenbud-
Harris [10] con metodi simili. Per valori bassi di g
(g=11,12,13) & stato invece dimostrato che My & unirazio-
nale (8], [60). Niente ancora si sa nei casi 14 £ g £ 22.

Le tecniche e le idee nuove introdotte da Harris e da
Mumford per dimostrare il loro spettacolare risultato sono
troppe e troppo difficili per poter essere anche solo ac-
cennate qui. L'idea fondamentale & di far vedere che qual-
che multiplo positivo Kob del fibrato canonico K di’Tnﬁ
ha delle sezioni, cosa che non si verificherebbe se Tﬂﬁ
fosse unirazionale.

Se g 2 24 si riesce a dire molto di pin. Si mostra in-
fatti in [28) , [26] e[10] che al crescere di h la
dim{H°(Wﬂ% ,KOl) " cresce come un polinomio di grado 3g-3;
questo significa che Tny € una varieta "di tipo generale",
ciocé in un certo senso 1l'opposto di una varietad uniraziona
le.

Per una esposizione del lavoro di Harris e Mumford ri-
mando il lettore a [9]; per avere un'idea delle prospetti-
ve e dei possibili sviluppi si consulti [45].
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9. Oggi si sa molto ai pil delle varietd dei moduliTT%,
cioé essenzialmente di tutte le possibili famiglie di cur-
ve simultaneamente, che non delle famiglie di curve proiet
tive. Abbiamo gia visto ad esempio che le varieta “M?
che parametrizzano le curve piane irriducibili con nodi
non sono ben conosciute.

Classicamente furono molto studiate le curve in IP! .
Sia Noether che Halphen avevano scoperto che le curve di da-
to grado nin |P? sono distribuite in diverse famiglie irri-
ducibili ognuna delle quali ha dimensione 2 4n; le compo-
nenti di dimensione 4n erano chiaramente regolari, le al-
tre irregolari. La classificazione di queste famiglie e lo
studio delle loro proprieta si presentd subito come un pro
blema difficile; Halphen cercd senza successo di trovare
invarianti numerici atti a distinguere le varie famiglie
irriducibili.

Qualche tentativo fu fatto anche da Severi cercando dei
tipi standard di curve singolari (curve poligonali, ciocé
unioni di rette) a cui far degenerare ogni curva nonsingo-
lare di Fﬂ e pit in generale di f“' e ai quali ricondurre
la classificazione delle famiglie. L'idea era molto sugge-
stiva ma i risultati annunciati in [62] e [63] furono otte
nuti con metodi che non sembra facile tradurre in dimostra
zioni rigorose. Il piu interessante dei risultati che Seve
ri enuncidé afferma che le curve nonsingolari di grado n e
di genere g in P* formano una sola famiglia irriducibile
se e(g,r,n) > 0. Se sia effettivamente cosi non & noto
ed € un importante problema aperto.

Le Vorlesungen di Severi rappresentanc l'ultimo tenta-
tivo sistematico di affrontare le questioni piu importanti
della teoria delle curve algebriche con i metodi della geo
metria classica. Si puo dire che esse sono il coronamento
del programma iniziato da Clebsch e Noether, o almeno di
una sua prima fase. Da quel momento i geometri dovettero
prendere coscienza della inadeguatezza del linguaggio geo-
metrico di Severi e dei suoi predecessori. Gli sforzi
principali furono percid diretti per molto tempo alla ri-
fondazione della geometria algebrica, e molti problemi
classici rimasero un po' in ombra; per questo motivo lo
studio delle famiglie di curve proiettive & rimasto sostan
zialmente fermo fino all'inizio degli anni '60.

Nel 1961 Grothendieck propose un nuovo approccio, che
utilizza il linguaggio degli schemi e metodi funtoriali
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(23] . Per ogni fissato polinomio numerico p(X) € (Q[x]
(cioé tale che p(d) 52 per ogni d € Z ) defini in modo
funtoriale uno schema proiettivo Hiltix‘ , detto schema

di Hilbert, che paagmetrizza la famiglia di tutti i sotto-

schemi chiusi di aventi p(X) come polinomio di Hil-

bert (la famiglia universale). Questi schemi sono genera-
lizzazioni delle Grassmanniane, a cui si riducono per op-
portuna scelta di p(X) (p(X)=(*3%)) per la Grassmanniana
G(k,r) dei sottospazi di dimensione proiettiva k di]l")'t )3

Le proprieta locali di Hilb;h, (che per brevita deno-
terd Hilb quando non mi interessi specificare r e p(X)) in
un suo punto chiuso z corrispondono a proprieta dello
schema X(z) € P* parametrizzato da z. Lo spazio tangente
di Zariski di Hilb in z & canonicamente isomorfo ad
He(X(z),N), dove N & il fascio normale ad X(z) in P* |
definito come N=Hom(I/I* , o, ), dove IC on, é il
fascio di ideali di X(z) in P . Ad esempio se X € una
retta di P® il suo fascio normale & isomorfo a o(1)*"’
ed H°(N) ha dimensione 2(r-1), in accordo con il fatto che
G(1,r) & nonsingolare di dimensione 2(r-1).

Hilb pud essere singolare e anche non ridotto, persino
in punti che parametrizzano curve o varieta irriducibili
e nonsingolari; molti esempi del genere sono noti, il pri-
mo dei quali & stato trovato da Mumford [40]. Un criterio
sufficiente affinché Hilb sia nonsingolare in z & che
H? (X(z),N)=0, ma questa condizione non & necessaria come
mostrano esempi molto semplici (intersezioni complete di
tipo (a,b) in P , con a+b 2 6).

In generale H? (X(z),N) contiene le "ostruzioni' alla
nonsingolarita di Hilb in z (in un senso tecnico che & pos
sibile precisare), ma non tutti i suoi elementi sono ne-
cessariamente ostruzioni: X(z) si dice ostruito se
H' (X(z),N) contiene ostruzioni non nulle, ciocé se Hilb &
singolare in z.

3i sa molto poco della struttura locale di Hilb; ad e-
sempio non si conosce una condizione necessaria e suffi-
ciente affinché una curva di P* (o semplicemente di )
sia ostruita. Un problema interessante € anche quello di
dare condizioni sufficienti su una curva proiettiva affin-
ché Hilb sia ridotto (oppure analiticamente irriducibile,
o normale) nel punto corrispondente.

La nostra ignoranza della struttura locale di Hilb con-
tribuisce a rendere difficile lo studio delle sue proprie-
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ta globali, delle quali attualmente si sa poco o niente.

Un risultato molto generale di Hartshorne [29] afferma
che, per ogni r e p(X), Hilb:m] € connesso. La descri-
zione esplicita delle sue componenti irriducibili & diffi-
cile fin dai primi casi. Ad esempio solo recentemente é
stato iniziato uno studio dettagliato di Hilb’y.,4 [52].

Le componenti irriducibili piu facili da studiare do-
vrebbero essere quelle costituite genericamente da inter-
sezioni complete; eppure la semplice domanda seguente non
ha ancora una risposta: esistono curve irriducibili e non-
singolari che non sono intersezioni complete ma che sono
specializzazioni di intersezioni complete (cio& che appar-
tengono ad una famiglia di curve nonsingolari che parame-
trizza genericamente intersezioni complete)?

Gli schemi di Hilbert piu interessanti dal punto di vi-
sta delle curve sono quelli relativi a P* e ai polinomi
p(X)=nX+l-g tali che n 2 (r/r+l)g+r, cioé& che parametriz-
zano curve di ordine n e genere aritmetico g con
®(g,r,n) 2 0. Un raffinamento del teorema di Kleiman-
Laskov [37] e di Kempf [35] afferma che su ogni curva suf-
ficientemente generale C € My esiste un L € WY che ne
definisce un'immersione in P* se ¢(g,r,n) > 0 (cfr.
[11] e [61]). Da cid segue facilmente che in questo caso
esiste una componente irriducibile I, ,  di Hilblq,
che parametrizza una famiglia di curve genericamente non-
singolari e a moduli generali. La questione lasciata inso-
luta da Severi si traduce nel problema di vedere se esiste
un'altra componente irriducibile di Hilb:ou , oltre ad
Ii, , che parametrizza genericgmente curve nonsingola-
ri ed irriducibili. E' noto che Imq ¢ l'unica componen-
te che consiste di curve a moduli generali; nel caso
e(g,r,n) > 0O cid segue da un teorema di Fulton e Lazars-
feld [17] combinato con uno di Gieseker [19) , e nel caso

-

¢ (g,r,n)=0 & stato annunciato recentemente da Eisenbud e

Harris.
Si sa anche che un'altra componente non pud esistere se
n & abbastanza grande rispetto a g, precisamente se

n 7 2g-1 (cid segue facilmente dall'irriducibilita di M,

e dal fatto che la serie iperpiana di ogni curva della fa

miglia & necessariamente non speciale); questa condizione

& stata migliorata da Harris [27] portandola a

n » (2r-1)g/(r+l)+1. Anche in questi casi in cui 1'irridu-
cibilita € nota resta il problema di dimostrarla senza u-

B R R R



34

tilizzare quella di Thw.. Se P(g,r,n) & 0 ci sono molti
esempi che mostrano che Hilb:cn , p(X)=nX+1-g, pud ave-
re diverse componenti irriducibili e di diverse dimensio-
ni, che parametrizzano genericamente curve irriducibili e
nonsingolari. Non si conoscono stime, neanche congetturali,
del numero e della dimensione delle componenti. 5i sa solg
per motivi generali, che ognuna di esse ha dimensione al-
mene n(r+1)-(g-1)(r-3).

Rimane non priva di interesse la questione di cui si
era occupato Severi, se ogni curva irriducibile e nonsin-
golare di PM si possa far degenerare ad una poligonale,
cioé se ogni componente irriducibile di Hilb che parame-
trizza genericamente curve nonsingolari contenga punti che
parametrizzano curve che sono unioni di rette. In questa
direzione praticamente nulla & stato scoperto in tempi re-
centi.

In generale & piu facile decidere se una curva singola-
re possa deformarsi in P"e diventare nonsingolare (cioé se
sia ”smussabile'QChe.noniJ1viceversa: tuttavia sono noti
solo pochi particolari criteri di smussabilita di curve
proiettive [30].

Un altro problema molto bello riguardante la componente
Il& di Hilb;al nel caso @(g,r,n) 2 0 & la conget-
tura del rango massimo (essenzialmente dovuta a Noether).
Essa afferma che per tutte le curve C(z) parametrizzate da
un punto sufficientemente generale z ¢ I:7$ e per ogni
d l'applicazione di restrizione

Ho( P™ ,o(d)) ——> H°(C(z),0(d))

-

ha rango massimo (ciocé & iniettiva e suriettiva). In altre
parole cidé che si afferma & che una curva la quale sia con
tenuta in una ipersuperficie di grado d e simultaneamente
abbia incompleta la serie segata dalle ipersuperfici di
grado d € una curva particolare nella famiglia. Ad esempio
una curva di tipo (2,4) su una quadrica, entrambe nonsingo
lari, non & di rango massimo perché le quadriche segano u-
na serie incompleta; ma facendola muovere in Hilb la si
pud fare uscire dalla quadrica e farla diventare di rango
massimo. Questa congettura si pud formulare per gqualunque
componente di Hilb, non necessariamente a moduli generali,
ma ci sono esempi abbastanza semplici che mostranc che &
falsa in questa forma generale. In alcuni casi la conget-
tura & stata dimostrata (curve razionali [31], certe curve
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di P* [4], e altri).

Per una interessante discussione dei problemi riguardan
ti lo schema di Hilbert si veda [27]. Molti degli argomen-
| ti di cui ho parlato sono trattati esaurientemente ed in

modo sistematico in un 1libro di prossima pubblicazione di
Arbarello-Cornalba-Griffiths-Harris,
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