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1. Stabilire quali delle seguenti sono forme bilineari su R :

(a) < z,y >= x1y1 + 222y2 + 2x1Y2 + 222y1 + 3x3Y3

(b) < z,y >= 3z1y1 + 3x2y2 + x3y3 + T4ys — V2z2y3 — V223y2 +
T2Y4 + T4Y2

(c) <2,y >= T1Y2+T2y1 — V2T1Y1 — 2722 — T3Y3 — TaYa +T2Y3+T3Y2

Soluzione :

Verifichiamo le tre proprieta delle forme bilineari:

Siano = = (x1,22,23) e y = (y1,y2,¥3) € 2 = (21, 22, 23) vettori di R3
edeR

(a) <z+2,y>= (21 +21)y1 +2(22 + 22)y2 + 2(21 + 21)y2 + 2(22 +
22)y1 + 3(x3 + 23)y3 = T1y1 + 21y1 + 2222 + 22012 + 221y +
2z1y2 + 2woy1 + 22191 + 323y + 3z3y3 =
<z, y>+<z,y>

<z,y+z>=x1(y1+21) + 202(y2 + 22) + 221 (Y2 + 22) + 272(y1 +
21)+3x3(23+y3) = T1y1 + 2121 + 2x2y2 + 22220 + 201y2 + 221 20 +
2x0y1 + 22221 + 3x3ys + 32323 =< T,y > + < x,2 >

A <z, y >= Maryr +222y2 + 2212 + 22251 + 323Y3) = (A1) +
2(Az2)y2 + 2(Az1)y2 + 2(Ax2)y1 + 3(A\z3)ys =< Az, y >

A< z,y >= MNa1y1 4+ 2z2y2 + 221y2 + 222y1 +3x3y3) = x1(Ay1) +
2x9(Ay2) + 12(Ay2) + 2x2(Ay1) + 3z3(Ay3) =< x, Ay >

(b) Si procede allo stesso modo di (a)
(c) Si procede allo stesso modo di (a)

2. Data la seguente forma su R[T]=3,determinare se é una forma bilineare
simmetrica:

< p(t),q(t) >=p(2)q(2) — p'(0)¢'(0) = p"(1)q(3) — p(3)¢" (1)



Soluzione :

Siano p(t),q(t),s(t) €
< p(t) + (1), q(t) >=
s"(1)]a(3)—=[p(3)a(3)lqg" (1) = p(2)q(2
P(19(3) — " (1)a(3) — pl

=< o0 a(t) > + < s(t), (D) >

Verifichiamo che é simmetrica:
< p(t),q(t) >=p(2)q(2)-p'(0)¢'(0)—p"(1)a(3)—p(3)¢" (1) = ¢(2)p(2)—
¢'(0)p'(0) — ¢(3)p"(1) — ¢"(1)p(3) =< q(t),p(t) >

3. Determinare quali delle seguenti sono forme bilineari su R” :

(b) F(z,5) = X0y (x5 +y5)% — Y0y a2 — 30 42
() F(z,9) = X", & + Ynj

Soluzione :
Si procede come nell’esercizio 1, verificando anche se sono o meno
simmetriche:

(a) Non é una forma bilineare simmetrica
Infatti F(Z,5+2) = > iy 2j
Mentre F(z,y) + F(z,2) = > g &+ > i 2
Quindi F(Z,5 + %) # F(z,y) + F(z, 2)
(b) Non é una forma bilineare simmetrica: si procede come nell’eser-

cizio precedente e si verifica che non sono rispettate le proprieta
delle forme bilineari.

(¢) Non é una forma bilineare simmetrica.Infatti valgono tutte le
proprieta tranne quella della moltiplicazione per uno scalare.

4. Sia F una forma bilineare simmetrica assegnata su uno spazio vetto-
riale V . Sia S C V un sottoinsieme di V . Dimostrare che:



St =<8 >+

Soluzione :

Def:< S >={v=>3",a;,ai € K,s; € S}

Def:S+ = {v e Vt.c.F(v,5) =0s € S}

Defi< S >t={v e Vte. F(Oo aisi,v) =0Vs; € Sa; € K}

Verifichiamo ora 1'uguaglianza S+ =< S >* procedendo per doppia
inclusione:

<S>tC St Siaxre< S >t allora F(Y!  a;isi,z) =0con s; € S
e a; € K, allora basta scegliere a; =lea; =0Vi =2,--- . nes=
s1Vs € S edunque 0 = F(>"1" | a;si,z) = F(s+0+---40,2) = F(s,x)
quindi z € S+

< 8 >1D 8t Siaz € St allora F(z,s) = 0 Vs € S. Sia s’ =
Yomqaisi con a; € K s; € S allora F(z,s') = F(z,Y ;" ais;) =
S a;F(x,s;) = 0.Dunque z €< S >+

5. Data la forma bilineare F : R? x R3 — R definita da :
F(Z,y) = z1y1 + 2x2y2 + 221y2 + 222y1 + 3x3Y3

V(i’7g) S R3 con r = (1’1,3527=T3)7g - (y17?/2,y3)~

(a) Stabilire se F' é simmetrica.

(b) Scrivere la matrice A che rappresenta F' rispetto alla base cano-
nica {e1, ez, e3}.

(c) Stabilire se F' é degenere.

(d) Verificare che i sottospazi U =< (1,0,0,) > e V < (0,0,1) >
sono ortogonali rispetto alla forma F.(Nota: due sottospazi U e
W si dicono ortogonalise U C V4t eV CUL).

(e) Dimostrare che non esistono vettori isotropi del tipo (0,0, ¢),¢ # 0.

(f) Trova ’equazione del cono isotropo.

Soluzione :

(a) F(.T, g) = 21Y1 + 222y2 + 221y2 + 222y1 + 3x3Yy3 = F(?j, .f)
(b) A= (aij)ij=123

dove:

a1 = F(el,el) =1

a1 = F(er,e2) =2



a1,3 = F(el, 63) 0
a271 = F(eg, 61) 2
a272 = F(GQ, 62) =2
azs = f(ez,e3) =0
az; = F(es,e1) =0
a3,2 = F(eg, 62) =0
az3 = F(es,e3) =3

1
Quindi la matrice é: | 2

(c) F & non degenere in quanto il rango della matrice A é 3.

(d) Troviamo U+ :
Nota bene: la definizione di ortogonalita riguarda solo le forme
bilineari simmetriche

1 2 0 T 0
(1,0,0) 12 2 0 y| =10] ecioex+2y=0
0 0 3 z 0
Si ha che U+ é generato dai vettori (—2,1,0) e (0,0,1) e quindi
VUt
Troviamo V=
1 2 0 T 0
(0,0,1) 12 2 0 y| =10 ecioé3z2=0
0 0 3 z 0
Si ha che V1 é generato dai vettori (1,0,0) e (0,1,0) e quindi
Ucvt.

(e) Supponiamo per assurdo che F((0,0,t),(0,0,¢)) = 0,¢ # 0 allora
si avrebbe 3t = 0 che é impossibile se ¢t # 0.
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(f) L’equazione del cono isotropo é: (x,y,2) |2 2 0
0 0 3

e cioé z2 + 2y% + 322 + 4oy = 0.

6. Data la seguente matrice:

010 O
00 0 =2
001 O
000 O

(a) Scrivere la forma bilineare G definaita dalla matrice A rispetto
alla base canonica.

(b) Stabilire se G’ ¢ degenere e trovare 2 vettori non nulli zg, yg € R*
tali che G(xo,y) = 0Vy € R* e G(z,y0) = 0 Vo € R%.



(c) Scrivere la matrice di G rispetto alla base B = {b1, b, b3, by }.

by =e1, by =—e1+es, b3 =e1+e2, by=ce3
Soluzione :
010 O Y1
oy 000 —2 Y2 |
(a‘) G(.’E,y) - (CC1,$2,$371U4) 00 1 0 n -
000 O Y4

T1Y2 + T3y3 — 2T2y4.

(b) Si ha det(A) = 0 da cui deduciamo che A non ha rango massimo,
e quindi che G é degenere. Per trovare zg, 1o € R* che verificano
le richieste dell’esercizio procediamo in questo modo:

G(zo,y) = 0Vy € R* — tzgdy = 0 Vy € R* — ltgodyy~! =
0y~! — f2gA=0

0 01 0 O 0
0 0 00 -2 x
0 - (xvya Z>t) 0 0 1 0 - z
0 0 00 O —2t

Quindi dobbiamo prendere come vettore xy un vettore che soddisfi
il seguente sistema:

=0
z2=0
—2t=0

Quindi sono soluzione tutti i vettori del tipo (0, k, 0, 0) scegliamo
ad esempio zo= (0,1,0,0) Per trovare yy procediamo analoga-
mente:

G(z,y0) = 0Vr € R* — txAyg = 0 Ve € R* — (:L‘al)tl’oAy =
0z~ = Ayy=0

0 010 0 x 0
O [0 0 0 -2 yl | v
o] [0 01 0 2| | -2t
0 000 O t z

Quindi dobbiamo prendere come vettore yg un vettore che soddisfi
il seguente sistema:

y=0
—2t=0
z2=0



Quindi sono soluzione tutti i vettori del tipo (k,0,0,0) scegliamo
ad esempio yo= (1,0,0,0)

(¢) Per scrivere la matrice di G rispetto alla nuova base devo calcolare
F(bl, bj) VZ,] = ]_, ey M
F(bl,bl) = F(el,el) =0
F(b1,by) = F(e1,—e1 +e4) = —F(e1,e1) + Fer,eq) =0

La matrice che otteniamo é:

00 1 O
00 -1 0
00 1 O
00 0 1



